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Ueber die Entwicklung 

analytischer Functionen in Reihen, die nach 

gegebenen Functionen fortschreiten. 

(Von Herrn G. Frobetäus.} 



Von den unendlichen Reihen, deren allgemeines Glied das Product 
einer beliebigen Constante c a und einer bestimmten Function einer complexen 
Variabein F n x ist, sind, so viel ich weiss, ausser den Potenzreiben nur die, 
welche nach Kreisfunctionen , Kugelfunctionen oder Cylinderfunctionen fort- 
schreiten, bisher ausführlich behandelt worden*). Zwei andere Systeme von 
Functionen, welche etwas allgemeiner und reicher an Eigenthümlichkeiten sind 
als die eben erwähnten, will ich im folgenden untersuchen. Im ersten Beispiele 
werde ich für F H x das Product der ersten n Factoren eines unendlichen Pro- 
dttctes, im zweiten den w ten Näherungszähler oder den « ten Näherungsnenner 
eines unendlichen Kettenbruchs wählen. 



§1. 

Sind o,j, a 19 ... constante Grössen, die für endliche Werlhe des Index 
ebenfalls endlich sind, und ist 

P u x = 1, P n x = (#— Oo) (x— a t ) . . . (x— a Ä .i), 

so gelten die Recursionsformcln: 

w+1 n ' I\x ^ l\+ V X P„+lX K ' ' ' 

Werden vom Gebiete der Variabein y die Punkte 0, a„, a M ... ausgeschlossen, 
und wird gesetzt 

P T 

C . .. V"' -1 ' 



^H-Itf' 



*) In der Theorie der Facultätenreihen ist es noch immer nicht gelungen, die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Entwickelbarkeit einer Function 
zu finden. 
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so ergiebt sich aus diesen Formeln: 

_Q v»-| Xr v X v»— l ^r-fjfl? ! y»- 1 a vFy X 

/v+iy ^v+iy "v+iy 

-f o ^n— t yFyX ^w-i FyX , y w — l a y F y x 

woraus folgt: 



P v x 









Weiter lässt sich die Untersuchung nicht führen, ohne dass über die 
Grössen Ou, a M ... noch weitere beschränkende Annahmen gemacht werden. 
Ich werde daher zunächst voraussetzen, dass die Reihe Sa v unbedingt con- 
vergent ist. 

Fällt x mit keinem der Werthe 0, a», a n . . . zusammen, und werden 
die absoluten Beträge von x> a< M a n ... mit J, <* , a t , ... bezeichnet, so 
ist, weil der absolute Betrag einer Summe nicht grösser ist als die Summe 
der absoluten Beträge,*) 

P . x _ a ,( 1 _i)...(,_f ? L) <ä ,( 1+ « t )...(i + ^ < *-fl,?(l+*f )• 
Weil aber die Summe JSa y convergent ist, so convergirt auch das Product 

gegen einen endlichen von Null verschiedenen Werth g, und mithin ist für 
alle Werthe von n 

(1.) P n x<gx\ 
In dieser Ungleichheit hat g für alle Punkte x eines um den Nullpunkt be- 
schriebenen Kreises denselben Werth. 

Unter den Grössen o,,, a n ... kann es, weil ihre Summe convergent 
ist, nur eine endliche Anzahl geben, deren absolute Beträge gleich § sind, 
falls es überhaupt solche giebt. Sei a x eine beliebige, deren absoluter Werth 
gleich § 9 a M irgend eine, deren absoluter Werth von § verschieden ist. Dann 
wird auf demselben Wege wie eben nachgewiesen, dass, wenn der von Null 
verschiedene endliche absolute Betrag des Ausdrucks 

"(<-?M«-t) 

*) Von zwei complexen Grössen nenne ich diejenige die grössere, welche den 
grösseren absoluten Werth hat. 
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mit h bezeichnet wird, für alle Werthe von n 

(2.) P n x > hx* 

ist. Falls £ von a {n a M ... verschieden, ist h in dieser Ungleichheit für alle 
dem absoluten Betrage nach gleichen Werthe von x dieselbe Grösse. 

In einem von 0, a^, a n ... verschiedenen Punkte x liegt also für 

P x 
jeden Werth von n der Quotient -^- zwischen zwei bestimmten Grenzen, 

deren untere nicht Null , und deren obere nicht unendlich ist. Daher nenne 
ich die beiden Functionensysteme 

M ()X* JE | Xh ... Ulltl X j X m * • • 

für diesen Werth von x äquivalent und drücke ihre Aequiealenz aus durch 
die Formel 

(3.) P n X^X% 

welche gültig ist, so lange P n x und x n von Null verschieden sind. Die Aequi- 
valenz (3.) ersetzt die beiden Ungleichheilen (1.) und (2.). 

Die Anzahl derjenigen unter den Grössen o,,, a n ..., welche nicht 
kleiner sind, als eine beliebig angenommene Grösse (j, ist endlich, etwa 
gleich m. Hat das Product dieser m Grössen den Werth p, so ist für n>>m 

P»0<C^o n - Wenn die Reihe JSc y x ¥ nicht absolut divergent ist, so sei a 
grösser als Null und kleiner als der Radius ihres Convergenzkreises. Da 
dann alle Glieder der conyergenten Reihe JSc v a ¥ kleiner sein müssen als eine 

gewisse Grösse q, so ist c n <C-^- Wählt man also p < o, so ist die Reihe 
2*c y P ¥ <C 2? jj* iL und mithin convergent. Hieraus und aus der Aequi- 

valenz (3.) folgt aber, dass für jeden von o,j, a M ... verschiedenen Werth 
von x die beiden Reihen 

2c„P„x und 2c v x v 



zugleich convergiren und divergiren. 

Sei a m die letzte der Grössen o,,, a,, ..., welche einen bestimmten 
Werth a hat. Dann ist 

-^t» CyTyX = ^|j CyÄ yX-\-T ,*+ { X 2, „ + X C y ~ ~' 

x P X 

Aus dem eben bewiesenen folgt, dass die Reihe — m +iC vl ri — fü r jeden von 

*m+lX 

«m+i} « m+ >, ... verschiedenen Werth von x zugleich mit £c y x v convergent 
und divergent ist. Liegt also a innerhalb des Convergenzkreises der Reihe 

1* 
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2£c y x v , so convergirt J£*+ V c v ^ — für x = a m gegen einen endlichen Werth, 

*\ m+l x 

und das Product von P m+i x in diese Reihe ist gleich Null. Daher bricht 
JSCyP v x für x = a ab und ist mithin convergent. Wenn aber a ausserhalb 
des Convergenzkreises der Reihe 2£c r x v liegt, so lässt sich über das Ver- 
halten von Sc v P v x im Punkte a nichts allgemeines angeben*). Aus allen 
diesen Erörterungen ergiebt sich der Satz : Der Convergenzbereich der Reihe 
2CyP v x ist, wenn -2a K convergent ist, ein Kreis um den Nullpunkt, dessen 
Radius dem des Convergenzkreises der Reihe 2c y x r gleich ist. 



§.2. 

Seien $, a„, <*i, . .., y ? /n ••• die absoluten Beträge von x, o,,, 
a i9 . . . , c ( j, c n . . ., und sei 

QJ = (l+« )(^+«i)...($+«„-i). 
Wenn für einen bestimmten Werth a von x, dessen absoluter Werth a ist, 

die Reihe 2lc v P v x convergirt, so gilt dasselbe von 2c,x v und -2fy y £ K , also 

auch von J£y r Q ¥ §. Daher liegen alle Glieder der Reihe 2y v Q y a unterhalb 

einer bestimmten Grenze g> oder es ist 

9 



Qr* 

Mithin ist 

s:e w p v x<:s:rrQrS<:gs:^ 

Sind p, q 9 r drei positive Grössen und ist p>.q 9 so ist auch 

V ^ P+ r 



q q+r 

Wenn also §<« ist, so ist 

OA < (IX 

Q y a ^W' 

und daher 






Ist nun a'<a, so lässt sich eine bestimmte Zahl n von der Beschaffenheit 
angeben, dass dieser Ausdruck für alle Werthe von §, welche nicht grösser 
als a sind, kleiner ist als eine beliebig angenommene Grösse e. Daraus fliesst 
der Satz : Innerhalb eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, dessen Radius 



*) Vergl. Gauss Werke, Band III, pag. 143. 
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kleiner ist als der Convergemradius der Reihe 2c v P v x ist dieselbe in glei- 
chem Grade convergent. Nach bekannten Salzen der Functionenlheorie er- 
geben sich hieraus die wichtigen Folgerungen: 1) Die Reihe 2c v P v x stellt 
innerhalb ihres Convergenzbezirkes eine stetige Function dar, welche sich, 
wenn a ein bestimmter Punkt im Innern dieses Bereiches ist, in eine nach 
ganzen positiven Potenzen von x — a fortschreitende convergente Reihe ent- 
wickeln lässt, also den Charakter einer ganzen Function hat. 2) Die Reihe 
kann differentiirt und integrirt werden, und zwar dadurch, dass die betreffenden 
Operationen an den einzelnen Gliedern ausgeführt werden. 

Wenn y einen von 0, a , a M ... verschiedenen Werth hat, so folgt 
aus der Aequivalenz (3.) in §.1, dass die beiden Reihen 

~ C% und ~ Cy 



y y+l fr+iy 

zugleich convergiren und divergiren. Haben aber k von den Grössen o,,, a l9 ... 
den Werth a, der im Convergenzbereiche der Reihe -^-^r liegt, so ergiebt 

n (%i Cl) 

sich, wie eben, dass 2-^0- — — in der Umgebung von a endlich und stetig 

ist. Daher kann die Reihe in denjenigen unter den Punkten a , a n . .., 
welche innerhalb ihres Convergenzbereiches liegen, falls sie nicht endlich bleibt, 
nur so unendlich werden, wie eine rationale Function, und muss, weil die 
durch sie dargestellte Function eine analytische ist, die keine hebbaren Un- 
stetigkeiten bietet, gegen den wahren Werth dieser Function convergiren. 



§.3. 

Ich nehme an, dass die Function fy ausserhalb des mit dem Radius q 
um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, den ich mit C(j bezeichnen will, den 
Charakter einer rationalen Function habe, beständig endlich sei und im un- 
endlichen verschwinde. Wenn dann y ausserhalb Cy liegt und von ai), a 19 ... 
verschieden ist, x den sich im positiven Sinne um den Nullpunkt windenden 
Kreis C(f (q <C(?' <Z y) durchläuft, so gilt die Cauchysche Gleichung 



^ 1 f'fxdx 



y 

Daher folgt aus der in §. 1 entwickelten Identität 

V-) y- x -*» P v+l y^y-xP H y 
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die Gleichung 

f __ Vn-l C r , i ffxdx P n X 

,y ^° Py^y^ 2niJ y-xP n y' 

wenn gesetzt wird 

c y = 2^rjfxPyXdx. 

Sind £, t], «„, a n ... die absoluten Beträge von x, y, a , a 19 . .., und ist 
0<6<<^r^ so müssen von einem bestimmten Index m an die Grössen 
a m, ß»+h ••• *^ e kleiner se i n fl l s *• Daher ist für »>m 

(a?~ q m )(a?— a m -n) . ■ . (x- fl,) ^ CS+ g »)CI+"»+0"-C§-f «0 ^ (fHh*Y~" m 

welcher Ausdruck, weil S + eO/ — « ist, bei wachsendem » unendlich klein 

P x 
wird. Daher nähert sich der Quotient -£— , wie auch aus den Betrachtungen 

"■ »y 

des §. 1 folgt, der Grenze Null, und zwar für alle Punkte x des Kreises Cp' 
in gleichem Maasse. Mithin sinkt auch der Rest 

dx P H x 



1 nxd 

\niJ t/ — 



2niJ y~x P H y 

bei wachsendem n unter jeden angebbaren Werth herab, und es ist 

Wenn sich eine Function auf zwei verschiedene Weisen durch eine 
derartige Reihe darstellen Hesse, so würde sich durch Subtraction der beiden 

Darstellungen eine Entwicklung der Null ergeben, 2 ,y = 0, welche ausser- 

/v+iy 

halb des grösseren der Convergenzkreise der beiden gleichwerthigen Reihen 
convergirte. Multiplicirt man mit y (oder y— a ), und lässt man, was die Con- 
vergenz der Reihe erlaubt, y über alle Grenzen wachsen, so sieht man, dass 
4j kleiner als jede beliebige Grösse, also gleich Null ist. Ebenso zeigt man, 
dass c A , c 2 , ... sammtlich verschwinden. Daher lässt sich fy nur auf eine 
einzige Weise nach diesen Functionen entwickeln. 

Wenn ferner die Reihe £ v ausserhalb der Curve Cq convergirt, 

ausserhalb deren von den Punkten Ou, a x , ... gelegen sind a a , a^ ..., so 
stellt sie eine Function dar, die den Charakter einer rationalen hat und ausser- 
halb Cp nur in den Punkten a a , a ß9 ... von einer gewissen Ordnung un- 
endlich gross werden kann. Verliert also fy auf der Curve C(j den Charakter 
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einer rationalen Function, oder wird es in einem Punkte a 9 der unter a a , a^ . . . 
weniger als Ämal vorkommt, von der Ä ten Ordnung unendlich, so kann die 

Convergenz der Reihe JS " nicht über Cq hinausreichen. Denn sonst würde 

die analytische Function 2£ u y nicht innerhalb des ganzen Convergenzbe- 

reiches dieser Reihe, sondern nur ausserhalb Cq mit der analytischen Function 
fy übereinstimmen, wahrend doch eine in einem Theile der Ebene analytisch 
definirte Function darüber hinaus nur auf eine einzige Weise stelig und ein- 
deutig fortgesetzt werden kann. Findet sich aber a unter o,,, a M ... nicht 
weniger als Ämal, so muss die Reihe auch wirklich über Cq hinaus conver- 
giren, vorausgesetzt, dass auf dieser Curve keine andern Punkte liegen, die 
eine weitere Convergenz verhindern. Denn es lässt sich alsdann fy auf die 
Form bringen 

Da gy für y = a nicht mehr unendlich wird, so convergirt die Reihe für gy 
über Cq hinaus. Die Reihe aber, in welche sich ( __ y (z = 1, 2, ... k) ent- 
wickeln lässt, besteht nur aus einer endlichen Gliederzahl. Denn ist a n _ t 
die * te der Grössen «,,, a n ..., welche gleich a ist, so erhalt man, indem 
man die Gleichung (1.) x— 1 mal nach x differentiirt und dann x = a setzt, 

i i P ( *" I} a 

K ' Cy-«) x 1.2. ..x — 1 *~ l Py+xy 

Nach diesen Erörterungen lässt sich, wenn fy hinreichend bekannt ist, 
der wahre Convergenzbezirk der Reihe £ ' ' y leicht vor der Ausführung 
der Entwicklung angeben. 



§4. 

Wenn die Function fx innerhalb des Kreises Cq und nicht darüber 
hinaus den Charakter einer ganzen Function hat, x in diesem Bereiche liegt, 
y die sich im positiven Sinne um den Nullpunkt windende Linie Cq (ß>p'>tf) 
durchläuft, und keiner der Punkte o,,, a n ... auf Cq' oder zwischen Cq und 
Cq' liegt, so folgt aus dem Cauchyschen Satze 

fydy 

y—x 



f X ~~ 2niJ U-] 
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und aus der Formel (1.) in §.3 die Gleichung 

fx - J-'c P x I * f fydy PnX 
[x - ^ c y r„x+ 2n j y _ x p ^ , 

wenn 

'fydy 



C r 



2niJ F 



< ffyd\ 

2niJ Py+i 



gesetzt wird, und daraus wie in §. 3 

fx = 2"c y P v x. 

Diese Reihe convergirt innerhalb der Curve Cp und divergirt, was durch eine 
ähnliche Betrachtung wie in §. 3 gezeigt wird, ausserhalb derselben. 

Sei nicht nur p > p' > x, sondern auch p >> p" >> x, und seien, was 
bei hinreichend kleinen Werlhen von x stets möglich ist, p' und p" so ge- 
wählt, dass in dem ringförmigen, von den Kreisen Cp' und Cp" eingeschlossenen 
Theile der Ebene einige der Punkte o,,, a,, ... liegen. Endlich habe das 

Integral 

7yd L 

y 

über Cp' ausgedehnt den Werlh c v , über Cp" genommen den Werth c,. 
Dann sind c' y und c v ' im allgemeinen von einander verschieden, und es ergiebt 
sich aus den beiden Gleichungen 

fx = JEc' y P y x und fx = JScJ,' P v x, 

wenn c v — c v = c y gesetzt wird, 

Sc y P y x = 0. 

Da aus dieser Formel ersichtlich ist, dass sich jede Function auf mehrere 
verschiedene Weisen entwickeln lässt, so entsteht die Aufgabe, die sämmtlichen 
Darstellungen einer und derselben Function zu finden, welche offenbar gelöst 
ist, wenn alle Entwicklungen der Null angegeben sind. Wenn mehrere Nutt- 
entwicklungen gefunden sind, so ergiebt sich eine neue dadurch, dass jene 
mit willkürlichen Constanten multiplicirt und zu einander addirt werden. Die 
so erhaltene heisst abhängig von denen, aus welchen sie auf die angegebene 
Weise zusammengesetzt ist. Von einander unabhängig heissen dagegen die 
Nullentwicklungen S, S', ..., wenn die Conslanten h, h', ... nicht so bestimmt 
werden können, dass in der Reihe AS+A'S'+... alle Coefficienten verschwinden. 
Durch diese Bemerkung wird die vorgelegte Aufgabe in das elegantere Pro- 
blem transformirt, ein vollständiges System von einander unabhängiger Null- 
entwicklungen aufzustellen. 
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Ich werde zeigen , dass die Anzahl der von einander unabhängigen 
Nullentwicklungen, auf welche sich die sämmtlichen innerhalb eines bestimmten 
endlichen Kreises und darüber hinaus convergirenden zurückführen lassen, 
eine endliche ist. Unter dieser Voraussetzung lässt sich dass eben genannte 
Problem noch genauer fassen. Sind überhaupt <S f , S 2 , ... S n mehrere inner- 
halb der Bereiche C n C 2 , ... C n unbedingt convergirende Reihen, sind keine 
zwei dieser Bezirke einander gleich, und sind sie so beschaffen, dass jeder 
vorhergehende den folgenden vollständig einschliesst, so convergirt die Reihe 

S = ä 1 Si+ä 2 S 2 H \-h n S n , falls h n von Null verschieden ist, innerhalb C H 

und nicht weiter, weil sonst auch S—AjSj h-iS H - L =h H S n über C n hinaus 

convergiren würde. Decken sich aber die Convergenzbezirke der Reihen St 
und S 2 , so kann der Convergenzbereich von h l S l + h 2 S 2 weiter sein. — Be- 
trachtet man also die sämmtlichen Kreise Cq, welche als Convergenzgrenzen 
von Nullentwicklungen erscheinen, und ordnet man jedem dieser Kreise eine 
der Nullentwicklungen zu, welche bis zu ihm und nicht über ihn hinaus con- 
vergiren, so sind diese sämmtlich von einander unabhängig. Daher ist die 
Anzahl der Convergenzgrenzen aller Nullentwicklungen, welche innerhalb eines 
bestimmten Bereiches C(j und darüber hinaus convergiren, nicht grösser, als 
die Anzahl der von einander unabhängigen Nullentwicklungen, durch welche 
sich jene sämmtlich linear ausdrücken lassen ; mithin ist die Anzahl der Con- 
vergenzkreise von Nullentwicklungen, welche grösser sind als ein bestimmter 
Kreis Cq, ebenfalls eine endliche. Seien C n C 2 , ... die Kreise, welche 
überhaupt als Convergenzgrenzen von Nullentwicklungen auftreten, und sei 
C L > C 2 > . - . . Betrachtet man zuerst nur die Nullentwicklungen, die inner- 
halb Cj convergiren, so lassen sie sich auf eine endliche Anzahl von einan- 
der unabhängiger S M S[, ... zurückführen. Fasst man dann alle Nullent- 
wicklungen in's Auge, welche innerhalb C 2 oder weiter convergiren, so lassen 
sie sich linear ausdrücken durch S M S[, ... und einige neue S 2r S 2 , ..., 
von denen keine von den übrigen und S n S/ , ... abhängt. Fährt man so 
fort, so erhält man ein vollständiges System von einander unabhängiger Null- 
entwicklungen, das ich ein Fundamentalsystem nennen will, und das sich durch 
folgende charakteristische Eigenschaften auszeichnet: 

1. Jede aus den Reihen eines Fundamentalsystems zusammengesetzte 
Nullentwicklung convergirt innerhalb des Bereiches, innerhalb dessen die zu 
ihrer Darstellung gebrauchten Reihen des Fundamentalsystems sämmtlich con- 
vergiren und nicht weiter. 
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2. Zur Darstellung einer gegebenen Nullentwicklung kommen nur die 
Reihen eines Fundamentalsystems zur Verwendung, weiche innerhalb desselben 
Bereiches wie die gegebene oder weiter convergiren. 

3. Die Anzahl der willkürlichen Constanten, welche eine innerhalb 
eines gegebenen Bereiches convergirende Nullentwicklung enthalten kann, ist 
gleich der Anzahl der Reihen eines Fundamenlalsystems, welche innerhalb 
dieses Bereiches oder darüber hinaus convergiren. 

Wenn umgekehrt ein System von einander unabhängiger Nullentwick- 
lungen die in einem dieser drei Satze ausgesprochene Eigenschaft besitzt, so 
ist es ein Fundamenlalsystem. 

Nach diesen Erörterungen kehre ich noch einmal zum ursprünglichen 
Problem zurück, die sämmtlichen Entwicklungen einer gegebenen Function fx 
zu finden, die den im Anfang dieses §. angegebenen Bedingungen genügt. 
Keine dieser unendlich vielen Darstellungen kann über Cy hinaus convergiren, 
weil sonst fx auch auf der Linie Cq stets den Charakter einer ganzen Function 
haben müsste. Ist 8 die ganz bestimmte oben angegebene Reibe für fx, und 
sind S n Si, ♦ .., S 2 , $, ..., ... die innerhalb C,, C 2 , ... convergirenden 
Nullentwicklungen eines Fundamentalsystems, so ist jede andere Darstellung 
der Function von der Form S+h l S l +ti l S' l + — + h H S n +ti H S' n +-~ = S'. Wenn 
die Constanten h, h', . .., deren Index gleich n ist, nicht alle gleich Null 
sind, die aber, deren Index grösser als n ist, sämmtlich verschwinden, so 
convergirt diese Reihe, falls C h Z>Cq ist, innerhalb Cq und nicht weiter; ist 
aber C Ä <Cp, so convergirt sie nur innerhalb C n . Denn wäreS' weiter conver- 

gent, so wäre es auch S'—hßi—hfi'i h m _ x S»-i— KSn-i =hß,f\-tiß n -\ — , 

was zwar bei einem beliebigen System von einander unabhängiger Nullent- 
wicklungen möglich ist, nicht aber bei einem Fundamentalsystem. Daraus er- 
giebt sich der Satz : Die sämmtlichen Darstellungen einer gegebenen Function 
convergiren entweder innerhalb des Kreises , über den hinaus sie nicht mehr 
überall den Charakter einer ganzen Function hat oder innerhalb eines Con- 
vergembereiches einer Reihe eines Fundamentalsystems von einander unab- 
hängiger Nullentwicklungen, der kleiner ist als jener Kreis. 

Ich gehe jetzt an die Lösung des entwickelten Problems. 

§.5. 

Wenn die Nullenlwicklung 2lc ¥ P v x zur Grenze ihres Convergenzbe- 
reiches den Kreis C(j hat, so können die Punkte a in a,, ... nicht sämmtlich 
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• 

innerhalb dieser Curve liegen; denn sonst fände man, indem man nach ein- 
ander # = 0»), a M ... setzte, q, = 0, <?i = 0, . . . . Es kann auch nur eine 
endliche Anzahl derselben nicht innerhalb jener Linie liegen ; denn sonst wäre 
die Reihe 2a y nicht convergent. Sei also a n unter den nicht im Innern lie«* 
genden der, dessen Index am grössten ist. Setzt man 

D_ "V"/% yX n /»• *»+* x 

so gelten von dem Systeme der Functionen Q t x, Q 2 x, ... dieselben Sätze, 
wie von dem der Functionen P x, P v x, . . ., und es ist 

Rx = 2?c n+y Q y x, 

welche Reihe nur convergirt, so lange sich x innerhalb Cq bewegt. In denen 
der Punkte o,,, a t , ... a„, welche etwa im Innern von Cq liegen, hat Rx 
einen endlichen Werth, weil sonst der Convergenzbereich der Reihe 2*c H + y Q y x 
enger sein mflsste. Wenn nun keiner der Punkte «u, a t , ... a H auf der 
Linie Cq läge, und wenn dann a a einer der ausserhalb befindlichen wäre, 
dessen absoluter Betrag (/ ein Minimum, so liesse sich eine Darstellung 
Rx = J£?c' n + y Q y x finden, die innerhalb Cq 9 convergirte, und weil (/>(> wäre, 
würden die Differenzen c m + y — c' n+y nicht sämmtlich verschwinden. Mithin würde 
die Nullentwicklung 2?(c H+y — c n + y )Q y x zur Grenze ihres Convergenzbereiches 
die Curve Cq haben, innerhalb deren a„ + j, a„ + ?, ... sämmtlich liegen; was 
aus dem oben angeführten Grunde unmöglich ist. Daraus folgt: Nur solche 
Kreise können Convergenzbereiche eon Nullentwicklungen begrenzen, welche 
durch einen der Punkte o,,, a A , ... hindurchgehen. 

Nach §. 4 kann in eine Reihe von der Form 2?c nn + y Q y x 

entwickelt werden, welche im Innern des durch den Punkt a H gehenden Kreises 
convergirt. Daraus ergiebt sich durch Multiplication mit P n + t x die in dem- 
selben Bereiche convergirende Nullentwicklung 

o n = <2, n C n r r y Xy 

in der c nn ~\ ist, und die ich zu a m gehörig nennen will. Verschwinden alle 
Coefficienten der Reihe KS^ + hiS^ — , so ist ho als der von P x gleich 0, 
A, in Folge dessen als der von P, x gleich u. s. w., und daher sind die Null- 
entwicklungen S , £*, ... von einander unabhängig. 

Sei ferner Sx = JSc y P y x irgend eine Nullentwicklung, welche innerhalb 
eines gewissen Kreises Cq convergirt, seien a„, aß, ... die nicht im Innern 
dieser Curve gelegenen unter den Punkten o,,, a M ..., deren Anzahl eine 



2 



* 



12 Frobenius, Entwicklung in Reihen, die nach gegebenen Functionen fortschreiten. 



endliche ist, und ax, a M , ... (A<^<--0 die übrigen im Innern von Cq 
liegenden. Es müssen dann die Gleichungen bestehen Sa x == 0, aus der sich 
ein ganz bestimmter Ausdruck für c x durch a a9 aß> ... ergiebt, sodann, wenn 
dp von üi verschieden, Sa M = Q, wenn aber a M = a x , S , a fi = 0, aus der c M 
durch dieselben Grössen ausgedrückt gefunden wird u. s. w. Daher müssen 
in zwei innerhalb Cp convergirenden Nullentwicklungen, in welchen die Coef- 
ficienten von P a x, PßX, ... einander gleich sind, auch alle übrigen gleich- 
stelligen Coefficienten übereinstimmen. Nun können aber durch lineare Glei- 
chungen, die eine successive Auflösung gestatten (und deren Determinante 
gleich 1 ist) die Constanten h tt> h ß , ... so bestimmt werden, dass in der inner- 
halb Cp convergirenden Reihe h a S a -{-hßSß+"- die Coefficienten von P a x, 
PßX, ... beliebig gegebene Werthe c u> Cß, ... annehmen. Dann stimmen 
aber alle gleichnamigen Coefficienten der Reihen S und KSa + hßSß-] — 
überein. Daher ist das System der von einander unabhängigen Nullentwick- 
lungen S , &i? ••• vollständig, und weil zum Ausdruck von 5 nur diejenigen 
unter den Reihen S , S M ... gebraucht werden, welche innerhalb Cp oder 
darüber hinaus convergiren, ein Fundamentalsystem. 

Auf die Behandlung der Reihen von der Form 



"y + lX 



gehe ich hier nicht ein. Die in ihrer Theorie anzuwendenden Methoden werde 
ich später (§. 10 und 11) erörtern. 

§.6. 

Den Fall, in welchem die Summe der Grössen Oo, a x , ... convergirt, 
habe ich jetzt vollständig durchgeführt. Zwei andere Fälle will ich noch kurz 
berühren, wenngleich es mir nicht gelungen ist, sie eben so erschöpfend zu 
behandeln. 

Wenn die Reihe -2* — unbedingt convergent ist, so werde ich der 

üby 

Bequemlichkeit wegen setzen 

^ = ( 1 -^)( 1 -f)-( 1 -^)- 

Weil unter der gemachten Annahme das Product 



p * = W(}-t) 



Frobenius, Entwicklung in Reihen, die nach gegebenen Functionen fortschreiten. 13 

für endliche Werthe von x convergirt, so folgt aus der Formel 

x~y\ P n yJ ü dyPy+ty 

die Gleichung 

1 /- PX \ ___ ^QD PyX 

Es ist nicht ein Mangel dieser Methode, dass man nicht zu einer Entwicklung 

von gelangt : dieser Ausdruck lässt sich gar nicht in eine nach solchen 

y x 

Functionen fortschreitende Reihe entwickeln. Denn falls x mit keinem der 
Punkte a , a n ... zusammenfällt, so ist bei Anwendung der Bezeichnungen 
des §. 1 für alle Werthe von n 

P.*<77 ( r(l + 1) und > 77(1-^X1-1), 

und mithin sind die beiden Reihen 

2c v P y x und J£c y 

zugleich convergent und divergent. Daher convergirt die Reihe 21c v P y x ent- 
weder gar nicht oder überall im Endlichen. Da ferner in allen Punkten x 
innerhalb eines mit dem Radius q um den Nullpunkt beschriebenen Kreises 
für alle Werthe von n 



P.x < 77o"(l+£) 



ist, so überzeugt man sich leicht, dass, wenn 2c v convergirt, die Reihe 
2c ¥ P y x innerhalb jedes endlichen Bereiches gleichmässig convergirt. Daher 
muss die durch sie dargestellte Function im Endlichen überall den Charakter 

einer ganzen Function haben, und mithin kann nicht in eine derartige 

y x 

Reihe entwickelt werden. Wenn x eine die Punkte a», a M ... a n im po- 
sitiven Sinne einfach umwindende geschlossene Curve durchläuft, so ist 

1 fP n xdx __ . 1 fP y xdx _ A/ ^ . 

2niJa H P H + l x- J > 2niJ P n ^x ~ u l v ^: w > 

Ist also 

fX = -2J, CyPyX 

so muss, weil diese Reihe dadurch integrirt werden kann, dass die Integration 
an ihren einzelnen Gliedern ausgeführt wird, die Gleichung bestehen 

c = L f fy d y 

v 2ni J a y P y+l y 
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und 

und mithin 

y v 2n\J y-x P n y 

Die Function fx> die im Endlichen überall den Charakter einer ganzen Function 

hat, kann abo in eine Reihe von der Form 2c v P v x entwickelt werden oder 

nicht, je nachdem das Integral 

/' fydy 
J (y-x)P n y > 

in dem der Weg von y die Punkte a,„ «,, ... a m _ i einschliesst, bei wachsen- 
dem n gegen Null convergirt oder nicht. 

§.7. 
In dem Falle, in welchem a ,«i, ... über alle Grenzen hinaus wachsen, 
ohne dass 2 — convergirt, lässt sich oft folgendes Theorem mit Vortheil an- 

üy 

wenden, dass ich einer Vorlesung des Herrn Weierstrass über elliptische 
Functionen entnehme: 

„Wenn positive Zahlen m existiren, für welche 2— convergirt, und 
unter ihnen n die kleinste ist, und wenn 

g(x,a) = |"+^- + - + (ll ^ a ..i 
gesetzt wird, so convergirt das Product 

n(l-—)es< x > a ^ 

für alle endlichen Werthe von x! 

Um dies zu beweisen, muss man zeigen, dass, wenn 

\-<p y x = (l- — )^ C '' a " ) 

ist, die Reihe 2<p y x convergirt. Da 

<p' y x = £^-er ix ' a "> und a>,0 = 
a y 

ist, so ist 

<p yX = — f'x^eß^^dx 



a' 

V 



>y 



Frobenius, Entwicklung in Reihen, die nach gegebenen Functionen fortschreiten. 15 

und mithin 

1 

a y 

Wenn also -2*— convergirt, so ist auch 2<p v x convergent. 
Wird z. B. 

'.- = 0-tX«-t)-0-t) 

gesetzt, so ist 

F .* = [(i_^)^( 1 _-).*...(i_i).f|.-('«-i) 

oder 

P n xo*e v , 

und weil 

l + i+-- + — — lg» 
fflp alle Wertbe von u zwischen 1 und i liegt 

P n X^ — > 

Wenn daher x zur rechten von y liegt, d.h., wenn der reelle Theil 
von #— y positiv ist, so ist 

* ^»00 IyX 

x-y ~ ü (v + i)P*+iy ' 
Es ist klar, dass jede ganze Function n ien Grades gx in eine Reihe von der 
Form JSJCyPyX entwickelt werden kann. Wenn ferner hx in der Umgebung 
des Unendlichkeitspunktes den Charakter einer rationalen Function hat, so 
lässt es sich zerlegen in eine ganze Function gx und eine Function fx, die 
für x — oo verschwindet. Es liege x zur rechten aller singulären Punkte von 
fx, von denen es durch die der Ordinatenaxe parallele Gerade C getrennt 
werde, und es durchlaufe y eine zur linken von C liegende geschlossene 
Curve, die alle singulären Punkte von fx im positiven Sinne umwinde. 
Dann ist 



Cr 

und 



= J_ f ■ fy d y 



P-y 
fy d v 



FX — ^~() Cy * 1» Xm 
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Mithin kann jede Function, die in der Umgebung des unendlich fernen Punktes 
den Charakter einer rationalen hat, in eine nach den ganzen Functionen P H x 
fortschreitende und zur rechten aller singulären Punkte convergirende Reihe 
entwickelt werd en. 

Zur Ermittlung der Nullentwicklungen 2c y P v x genügen die im §.5 
gegebenen Erörterungen. 



§.8. 

Ich gehe jetzt zu einer andern Klasse von Functionensystemen Ober, 
welche bei der Kettenbruchentwicklung gegebener Functionen auftreten. Unter 
der Annahme, dass keine der Grössen a , a n ... verschwindet oder für end- 
liche Werthe des Index unendlich gross wird, und dass der Kettenbruch 

1 



Rnx = 



a x—l 



a x x — \. 



Ctf %c — — ... 



in einem gewissen Theile der Ebene convergent ist, bezeichne ich den n ien 
Näherungswerth mit ~— und den Rest ^-, so dass die Gleichungen bestehen: 

*" x "" q7x + q7x 

Pn+iX+Pn-iX = a n xP n x(n = 1, 2, ...) P = 0, f\ = l, ... 
0»+itf + &-1* = a m xQ H x(n = 0, 1, . . .) Q_ t = 0, Q .-= 1, ... 
Rn+i&'\-R*—i& = <*„##„#(# = 0, 1, ...) Ä_i = 0, ... 
Wenn daher gesetzt wird 

S = 2f>a v Q y xR,y, 
so ist 

xS = ^{a y xQ y x)R y y = ^(Q y+ iX + Q y ^ l x)R y y, 

yS = 2 { ;Q y x(a y yR y y) = ^Q y x{R y+l y + R y ^y), 

(y-x)S= i + Q n xR n ^y-Q n+l xR n y. 

Auf diesem höchst einfachen Wege ergiebt sich folgendes System von 
Formeln : 
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2a y P y xP v y = 



P n xP n +xy — P n + x xP n y 
y — x 



2a r P v xQ v y = *- + Ls9s±ULzlül^M 

r v * y;j y — x y~ u X 

Za y P r xR y y = R ' y + *■«**•■*-*+'«** 

y * ** y—x y — x 

Xa„Q v xQ,y = Q.*Q+ii-Q*i*Q« 

2a y Q y xR y y = L_ + Q^. + ,y-Q- H xi?.y 

v * v vü y—x y—x 

Za y R y xR y y = * — ** + *»«*■+'»-**»«** 

v y ¥ * y — x y — x 

Za v {P y x) 2 = P.xP'^x-P^xPix 

2a y P y xQ r x = PnxQl+tX-P^xQ.x 

2a y P y xR y x = R' {) x+ P u xRl ¥l x — P u + l xR' u x 

2a y (Q v x? = QnxQi +l x-Q n+l xQ' n x 

2a y Q y xR y x = QnxR'n+tX — Q^xR'nX 

2a y (R y x) 2 = — R[)X+ RnxRn+iX—R n + x xR' n x. 

Dieselben Formeln gelten, wenn P H x, Q m x und R n x sich auf den allgemei- 
neren Kettenbruch 

J 

a x+b —i 



a l x-\-b l — i 



a % x-\-b t — • • • 
beziehen. 

P n x und Q H x sind ganze Functionen (n— lj tcn und n icn Grades. Unter 

der Voraussetzung, dass sich R^x in eine nach absteigenden Potenzen von 

x fortschreitende, in der Umgebung des Punktes x-=oo convergente Reihe 

entwickeln lässt, deren Anfangsglied dann ist, kann R n x vermöge der 

a Q x 

Gleichung 

R n x = R {i xQ H x— P n x 

ebenfalls nach absteigenden Potenzen von x in eine Reihe entwickelt werden, 
welche mit der — (w+l) ten Potenz anfängt und für endliche Werthe des Index 
wenigstens denselben Convergenzbereich hat wie die Reihe für R {} x. 

§.9. 
Ich will nun untersuchen, welche Schlüsse sich aus den gefundenen 
Formeln ziehen lassen, wenn 
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» „ _ *•(«>/?+ i,r+<,Q 

"° X ~ xF(a,ß,y,x-*) 

gesetzt wird. In dieser Gleichung bezeichnet F(a,ß,y,x) wie gewöhnlich 
die hypergeometrische Function, welche innerhalb des mit dem Radius 1 um 
den Nullpunkt beschriebenen Kreises durch die Potenzreihe 

i+ T x+ VÖTi) — 13+- 

definirt ist. R^x aber bedeutet hier und im Folgenden nur den Zweig der 
Function £, '/ ' 2 > ? welcher durch den Kettenbruch dargestellt wird, 

also in der ganzen Ebene mit Ausnahme der die Punkte +1 und —1 ver- 
bindenden Geraden, die ich die Strecke Cl nennen will, den Charakter einer 
rationalen Function hat und im Unendlichen verschwindet. Dagegen ist fest- 
zuhalten, dass auf der Linie Cl sowohl R^x als auch R x x 9 R^x, ... über- 
haupt nicht definirt sind. 

In diesem Beispiele ist Ou = 1 und 

Ich nehme an, dass er, y, y—/? nicht verschwinden, und dass a, ß y y, ?—<*> 
y—ß keine negative ganze Zahlen sind. Nach §. 7 ist 

(x+l){x+2)...(x+n) <\> 1.2...».» v 
und daher, weil (n— \) x con x ist, 

Ö2 - 1 ^1.2...n-l.n«.1.2...n-i.iiy-/'' W ~ * 
Auf diesem Wege ergiebt sich, wenn 

N = n"-P-* oder = *— + ' + * 
gesetzt wird, je nachdem n ungerade oder gerade ist, die Aequivalenz 

a n <x> N'\ 
Von den Wurzeln der Gleichung 1— 2a*-fs 2 = 0, deren Product gleich 
1 ist, werde die, welche > 1 ist, mit x+^x q — 1 = <px und die, welche <Cl 
ist, mit x— fa 2 — 1 = (yff)" 1 bezeichnet. Aus den Untersuchungen des Herrn 
Thome über die Convergenz des Kettenbruchs R^x *) lässt sich, wenn noch 

RnX 



SU = 



R Q x 



*) Dieses Journal; Band 66 pag. S22 und Band 67 pag. 299. 
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gesetzt wird, nachstehende Folgerung ziehen: Die Reihen 

(1.) 2c y P v x und 2c v N((px) y , 

(2.) 2c y Q y x und 2'c y N{(px) y ^ 

(3.) 2c y R y x und 2c y N{(px)~ y , 

(4.) JSCySyX und 2c y N((px)~ y 

haben, falls der Radius des Convergenzkreises der Reihe -2c, x y von 1 ver- 
schieden ist, dieselben Convergenzbereiche. Doch sind vom Gebiete der Grösse 
x\n (3.) und (4.) die Strecke Cl, auf der R H x unn S n x keine Bedeutung haben, 
und ausserdem in (1.) und (4.) die Punkte u, in denen R^x ausserhalb Cl 
Verschwindet, und in (2.) und (3.) die Punkte v, in denen es ausserhalb Cl 
unendlich wird, auszuschliessen. 

Aus der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, der die hyper- 
geometrische Function genügt, lässt sich schliessen, dass die Gleichung 
F( a > ßy T> x ) = keine mehrfachen Wurzeln hat. Daraus und aus der Formel 

folgt, dass die beiden Gleichungen 

F(a,ß, r ,x) = und F(«,/?+l,y+l, x) = 
keine Wurzel gemeinsam haben. 

Ist u eine ausserhalb Cl gelegene Wurzel der Gleichung 

F(«,/3+l,y+l,x- 2 ) = 
und v eine derselben Bedingung genugende Wurzel der Gleichung 

*K ß, y, *-') = o »), 

so folgt aus den Formeln 

P n x+R n x = R {) xQ n x und *£- + S m x==Q H x, 

dass 

P H u = — R n u und Q n e = S n v 
ist. Daher sind die Reihen 

2c y P v u und 2c y N((pu)- y , 
J£c y Q v v und J£c y N((pe)~~ y 

zugleich convergent und divergent. 

Auf demselben Wege wie in §.2 lässt sich zeigen, dass die Reihen 



*) Herr Thomi hat (dieses Journal, Band 67, jpag. 309) gezeigt, dass wenigsten* 
für gewisse Werthe der Elemente a, ß } y solche Wurzeln existiren. 
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(1.) (2.) (3.) und (4.) für alle Punkte eines ganz innerhalb ihres Convergenz- 
gebietes liegenden Bereichs denselben Grad der Convergenz haben, und daraus 
lassen sich dann dieselben Folgerungen ziehen wie in dem genannten §. 

Wenn einer der Punkte © innerhalb des Convergenzbezirks der Reihe 

2c y R y x liegt, so bleibt die Reihe JEc y S y x = ^c y -=^- in der Umgebung von 

n Q X 

v endlich und stetig, und daher kann im Punkte v die erstere Reihe, wenn 
sie nicht endlich bleibt, nur von der ersten Ordnung unendlich werden und 
convergirt auch für x = e gegen den wahren Werth der durch sie darge- 
stellten analytischen Function. 

Die Ellipse mit den Brennpunkten +1 und —1 und den Halbaxen 
i(p + P"" 1 ) und |(p — p" 1 )* auf welcher der absolute Beirag von <px den con- 
stanten Werth p hat, werde mit Cq bezeichnet. Ist dann (j der Radius des 
Convergenzkreises der Reihe 2£c y x y , so convergiren die Reihen (1.) und 
(2.), wenn p>l, innerhalb der Ellipse Cp, und die Reihen (3.) und (4.) 
wenn q <C 1, ausserhalb der Ellipse C(T l und nicht weiter. 

Aus den in §. 8 gefundenen Formeln ergeben sich nun die folgenden 
Gleichungen : 

2a y P y xR y y = ° y <px<<fy 

y — •* 

2a r Q v xR r y = <px<W 

2 ay R y xR r y = RtX ~l" y <px > 1, <py > 1 

y x 



2a r f(R y xf 



dx = /2fj£ <px > 1 



2a y P y uP y x = (px<(pt* und x = u f 

2a y P y uQ y x = <px<Z<pu und x = v 

X ^ — u 

2a y P y uR y x = -^- yx>\. 

y r r x—u J 

\ 

2a y Q y e P y x = (px <Z <fe und x = u 



V — X 

2a y Q y t> Q y x = (px <C(pe und x = t> f 

2a y Q y vR y x = (px > 1 

2a r {P y uf = -Ku 2a r P r uP t u' = 
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In diesen Formeln ist vi ein von u verschiedener Werth, für welchen 
RiiX verschwindet, und t>' ein von v verschiedener, für welchen es unend- 
lich wird. 

In eine Reihe von der Form 2c y R y y kann eine Function nur auf 
eine einzige Weise entwickelt werden, wie sich aus Betrachtungen, die der 
Methode der unbestimmten Coefficienten zu Grunde liegen, leicht ergiebt. 
(Vergl. §. 3.) Wenn fy ausserhalb der Ellipse Cp den Charakter einer ratio- 
nalen Function hat, beständig endlich ist und im unendlichen verschwindet, 
und wenn y ausserhalb Cp liegt, und x die Linie Cq* ((><(>'< <py) im po- 
sitiven Sinne durchläuft, so ist 

fy = ^ CrRy y + ^/^^^ X _M. fxdX) 

c y = ^rjQ y xfxdx 

und 

fy = 2Jc y R y y, 

und diese Reihe convergirt sicher ausserhalb Cq und auch nicht weiter, es 
sei denn, dass fy über Cq hinaus den Charakter einer rationalen Function hat 
und auf dieser Linie nur in einem Punkte © unendlich von der ersten Ordnung 
wird. In diesem Falle kann der Convergenzbereich der die Function dar- 
stellenden Reihe nicht durch die Curve Cq begrenzt sein, weil die Reihe 

— - = 2a y Q v t>R y y 

in der ganzen Ebene mit Ausnahme der Strecke C\ convergirt. (Vergl. §. 3.) 
Werden über fx, x und y ähnliche Annahmen gemacht, wie im Anfange 
des §. 4, so ist 

fx = Jgivg^+^ / ft ^:;^^ fydy, 

und 

fx = 2™c y Q y x, 

und diese Reihe convergirt innerhalb Cq und nicht weiter. 

Wenn endlich fx in dem von den Ellipsen Cq und Cq {) (p>(>u) be- 
grenzten ringförmigen Stücke der Ebene den Charakter einer ganzen Function 
hat, und x in diesem Gebiete liegt, so bestimme man zwei Grössen q' und 
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q' so, dass 

ist, und zwischen Cq und Cq' keiner der Punkte © liegt. Durchlaufen dann 
y und y die Curven Cq und Cq {) im positiven Sinne, so ist 

' 2mJ y — x 2n\J x — y 7 

mithin 

fx = -2Jj c v Q v x-\-c r R y x, 
wenn gesetzt wird 

e " = j^ij^ Ry y dy und c ' = 'ikJft» ® y y ° rfs, ° • 

Diese Reihe divergirt ausserhalb Cq und convergirt nicht innerhalb Cq^ ausser 
in dem oben erwähnten Falle. 



§.10. 

Zu jeder ausserhalb der Strecke C\ liegenden Wurzel © der Gleichung 
R^ x = °° gehört eine Nullentwicklung 

2*a v Q v vQ v x = 0, 

welche innerhalb der Ellipse, auf welcher v liegt, convergirt und nicht weiter. 
Die Anzahl der Punkte t>, die ausserhalb einer bestimmten Ellipse Cq (p>l) 
liegen, ist eine endliche. Denn weil R^x in der Umgebung des Unendlich- 
keitspunktes in eine nach absteigenden Potenzen von x fortschreitende con- 
vergente Reihe entwickelt werden kann, so liegen alle Wurzeln der Gleichung 
RyyX = oo, die der obigen Bedingung genügen, in einem endlichen Theile der 
Ebene, nämlich innerhalb des Convergenzkreises jener Reihe und ausserhalb 
Cq. Eine Function kann aber, wie Herr Weierstrass gezeigt hat *), in einem 
endlichen Bereiche, in dessen Innern und an dessen Grenze sie überall den 
Charakter einer rationalen hat, nur an einer endlichen Anzahl von Stellen 
unendlich werden. Sei nun 

S> = JEc v Q v x 

irgend eine Nullentwicklung, die innerhalb der Ellipse Cq convergirt, seien 
<?i, t? 2 , . . . f> n die nicht innerhalb Cq liegenden Wurzeln der Gleichung 
R i) x=oo^ S,, S 2 , . . . S n die zu ihnen gehörigen Nullentwicklungen, e n+l , n+2 , . . . 



*) Dieses Journal Band 52, pag. 334. 
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die übrigen Wurzeln, die im Innern von Cp liegen. Durch die Reihe 2c y R y x, 

welche in der ganzen Ebene mit Aussnahme der Strecke C\ convergirt, wird 

eine Function Rx deßnirt, die ausserhalb C\ überall den Charakter einer ratio* 

nalen hat und nur für die Werthe a? = r M t? 2 ., ... t* n und «\+n ^»+29 ... von 

der ersten Ordnung unendlich werden kann. Die Reihe J£c y P y x convergirt 

innerhalb der Ellipse Cq, und wenn x auf einen ausserhalb C\ und innerhalb 

Cq gelegenen Theil der Ebene, in dem keiner der Punkte t? n+M tv^ ... 

liegt, beschränkt wird, so folgt aus den Gleichungen 

P n x + R„x = R i) xQ H x und 2£c y Q y x = 0, 
dass nicht nur 

(1.) Rx = 2c y R y x, 
sondern auch 

(2.) Rx = -2c y P y x 

ist. Weil aber 2c y P y x innerhalb Cq eine analytische Function darstellt, und 
Rx als. eine analytische Fun c tion deßnirt ist, so muss die Gleichung (2.), die 
in einem Theile des Innern von Cq gültig ist, für alle Punkte dieses Bereiches 
bestehen. Daher muss die Function Rx erstens für op = r -+n t\ +2 , ... end- 
lich sein und zweitens überall innerhalb Cq den Charakter einer rationalen 
haben. Sie hat also in der ganzen unendlichen Ebene den Charakter einer 
rationalen Function und muss mithin nach einem bekannten Satze der Functionen- 
theorie eine rationale Function sein, die, weil sie nur in den Punkten € n t? 2 , ... t> n 
von der ersten Ordnung unendlich werden kann und im unendlichen ver- 
schwindet, nothwendig die Form hat 

Rx = -ii— + _A_ + ... + Ä « 



X — t?, X — 1> % x — 1> % 



Da aber 

1 
= J£a„Q p vR,x 

x—v ** " 

ist, so ergiebt sich 

Rx = 2c y R y x— ^a v ^iQ^v\ \-h m Q y v n )R y x. 

Daher muss 

c y = «„(Äi&uH \-KQ y t> n ) 

sein, und mithin stimmen die beiden Reihen 

S und A 1 Ä 1 +— +h H S n 
in ihren Coefficienten überein. Es ist also bewiesen, dass das System S n S 2 ... 
vollständig ist. 

Wären nun diese Nullentwicklungen nicht von einander unabhängig, 
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könnten also die Constanien A M Aj, ... so bestimmt werden, dass alle Co- 

efficienten des Ausdrucks h L S L -\ \-h H S n verschwänden, oder dass für alle 

Werthe von v 

KQ y t>A \-h H Q r v n = 

wäre, so mflsste auch 



X — V { X — f) n 

identisch verschwinden, was, wenn nicht A 19 ^, ... h n sämmtlich Null sind, 
unmöglich ist. Dass S^ S 2 , ... S n von einander unabhängig sind, folgt auch 
daraus, dass die Determinante 

von Null verschieden ist. Denn sie ist gleich dem Producte aus den Coef- 
ficienten der höchsten Potenzen der Functionen Q x, Q t x, ... Q n -\X und aus 
den Differenzen der Grössen r M e 2 , ... t>„. 

Daher bilden S L , S 2 , ... ein vollständiges System von einander un- 
abhängiger Nullentwicklungen, welches, da zur Darstellung einer beliebigen 
Nullentwicklung S nur die unter den Reihen S,, S 2 , ... zur Verwendung 
kommen, die in demselben Bereiche wie S oder weiter convergiren, ein 
Fundamentalsystem ist. 

Sei 5 irgend eine Nullentwicklung, welche innerhalb der Ellipse Cp 
convergirt, ausserhalb divergirt. Läge nun auf der Linie Cp keiner der Punkte 
r>, so würde, wenn e ( , e 2 , ..• e» ausserhalb Cp lägen, und S\, S 2 , ... S n 

zu ihnen gehörten, S auf die Form ÄiSH \-h n S n gebracht werden können 

und mithin über Cq hinaus convergiren. Daraus folgt: Nur solche EUipsen 
begrenzen Convergenzbereiche von Nullentwicklungen, welche durch einen der 
Punkte t> n 29 ... t> n hindurchgehen. 

Sei 

S' = jSCyQyX— CyRyX 

eine zwischen den Curven Cq und Cp (p>p ) convergirende Nullentwicklung. 

Setzt man 

Rx = 2*c v QyX, 
so ist auch 

RX = JSJ, CyRyX. 

Da mithin diese Function wegen der ersten Gleichung innerhalb Cq 9 wegen 
der zweiten ausserhalb Cp und daher wegen beider in der ganzen Ebene 
den Charakter einer rationalen hat, so muss sie eine rationale Function sein, 
die wegen der ersten Gleichung innerhalb Cq stets endlich ist, wegen der 
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zweiten nur in den nicht innerhalb C(j liegenden Punkten v { , r 2 , ... v n von 
der ersten Ordnung unendlich werden kann und für x—oc verschwindet. 
Also ist 

Rx = — ■ — h • • • ~h 



x — v t X — v n 

und 

2c' y R y x = 2a y (ti l Q r «?! + •••+ KQ v t> n )R y x, 
also 

c y = a,(Ai0,f>H \-h' H Q y v H ). 

Ist ferner R y v das constante Glied in der Entwicklung von R y x nach Potenzen 
von x—v, so ist 

= 2a y R!.v Q..x 9 

x—v y ' *> > 

und diese Reihe convergirt im Innern der Ellipse, auf welcher v liegt. 
Daher ist 

und mithin 

Setzt man also 

S a = Sa w Q y v x Q y x und S[ = Za r (R y <> x Q y x-Q y t> x R y x)i 
so ist klar, dass das System der Nullentwicklungen S A , S 2 , . .., Si, SJ, ... 
vollständig ist. 

Werden aber die Constanten A 19 ... A„, Ai, ... ti H so bestimmt, dass 
alle Coefficienten des Ausdrucks 

k i s i +..-+k m s m +h' i s' i +-..+h:s: 

verschwinden, so ist der Coefßcient von —a y R y x gleich h[Q y f) L -\ Vh! n Q y v n =0, 

und mithin ist Aj = 0, ... h' H = 0; daher sind alle Coefficienten der Reihe 

AiSiH [-h m S n gleich Null, und deshalb ist A 1 = 0, . .. A„ = 0. Daher bilden 

Si, S 2 , ... fii, S 2 , ... ein vollständiges System von einander unabhängiger 
Nullentwicklungen und zwar aus demselben Grunde wie oben ein Fundamen- 
talsystem. Ferner gilt der Satz: Die Convergenzbereiche von Nullentwick- 
lungen werden begrenzt entweder ton einer Ellipse, die durch einen der Punkte 
v geht, oder von einer solchen Ellipse und der Strecke Cl. 
Auf die Theorie der Reihen 

2c y P y x und 2c y S y x, 
welche nach denselben Methoden behandelt werden kann, wie die der Reihen 

JSCyQ r x und 2c y R v x, 
gehe ich hier nicht ein. 
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§.11. 

Nachdem ich die Theorie der Nullentwicklungen in den beiden durch- 
geführten Beispielen auf besonderen Wegen abgeleitet habe, will ich zum 
Schluss noch eine Methode erwähnen, die in beiden Fällen zum Ziele führt. 
Zu dem Zwecke stelle ich zunächst die Voraussetzungen, die ihrer Anwendung 
zu Grunde liegen, und die in den beiden behandelten Beispielen erfüllt sind, 
kurz zusammen. 

1) Die Punkte, in welchen der absolute Betrag einer gewissen Function 
<fx einen constanten Werth q hat, mögen eine geschlossene Curve Cq bilden, 
innerhalb deren die Function beständig kleiner, und ausserhalb deren sie über- 
all grösser als q sei. Ist dann q' > q, so wird die Linie Cq von Cq' voll- 
ständig eingeschlossen ; denn alle Punkte, in denen <px<^.Q ist, genügen auch 
der Bedingung cpx <C q'. Liegt ipx für alle Werthe von x zwischen q x und 
Qi (Pi<P2)t und erfüllt die Gesammlheit der Cirrven Cq die ganze Ebene, 
so ist der Minimalbereich Cq l keine Fläche, sondern aus Linien und Punkten 
zusammengesetzt, während Cq 2 keinen Punkt im endlichen hat. Die Reihen 

(1.) 2c y F v x und 2c y (<px) y , 
(2.) JSc v GyX und 2c y {<px)~ v 

mögen dieselben Convergenzbereiche haben. Ist daher q der Radius des Con- 
vergenzkreises der Reihe ^c v z v , so convergirt (1.), falls q zwischen p A und 
q 2 liegt, innerhalb Cq und (2.), falls qt 1 zwischen denselben Grenzen liegt, 
ausserhalb Cq~ 1 . Im Allgemeinen bilden die Linien Cq ein System confocaler 
Curven , das durch die Gleichung z = <px in ein System um den Nullpunkt 
der a- Ebene beschriebener concentrischer Kreise abgebildet wird. 

2) Für endliche Werthe des Index mögen die Functionen F^x, F t x, ... 
im endlichen überall den Charakter ganzer Functionen haben, während ihr 
Verhalten im unendlichen unbestimmt gelassen wird, und G x 9 G Y x, ... ausser- 
halb des Minimalbereichs Cq v den Charakter rationaler Functionen besitzen und 
für x=oc verschwinden, während über ihre Beschaffenheit in ^Cq l nichts fest- 
gesetzt wird. Seien 0,, «?>, ... die Punkte, für welche irgend eine der 
Functionen G {) x, G t x, ... ausserhalb Cp E unendlich wird, so geordnet, dass 
(fv l ^.<fv 2 ^ . . . ist. Ich nehme an, dass ausserhalb jedes endlichen Bereiches 
Cq nur eine endliche Anzahl der Punkte t> liegt. Die Functionen G x, GiX,... 
können in einem bestimmten Punkte v von verschiedener Ordnung unendlich 
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• 

werden und zwar für endliche Werthe des Index nur von einer endlichen. 
Ich setze voraus , dass es für die Grössen dieser Ordnungen ein Maximum 
ä giebt, das ich die Ordnungszahl des Punktes r> nennen will. 

Aus den Annahmen über die Art der Convergenz der Reihen (1.) 
und (2.) und über die Beschaffenheit der Functionen F H x und G n x folgt auf 
dem in §. 2 eingeschlagenen Wege, dass diese Reihen für alle Punkte eines 
innerhalb ihres Convergenzbezirks liegenden Bereichs denselben Grad der 
Convergenz besitzen. 

3) Ist x von v verschieden und <px <Z (py, so sei 

(3.) -i- = ZF r xG r y. 
y * 

Ist aber k die Ordnungszahl von v, x ^ k und 
so sei die Reihe 

in der ganzen Ebene mit Ausnahme des Minimalbereichs oder auch mit Ein- 
schluss desselben convergent. 

4) Nach den Functionen G {) x, G L x, ... lasse sich eine gegebene 
Function nur auf eine einzige Weise entwickeln. 

Diese Annahmen genügen, um die Theorie der Nullentwicklungen von 
der Form der Reihe (1.) vollständig begründen zu können. 

Die Curve C(? gehe durch den Punkt t>, dessen Ordnungszahl k sei, 
x liege im Innern von Cq, p' werde so gewählt, dass (*>p'>ya: ist, y 
durchlaufe einen um v beschriebenen Kreis, der ganz ausserhalb C(/ liegt und 
keinen von v verschiedenen Punkt r> einschliesst. Wird dann die Gleichung 
(3.) mit (y— e)*~ l raulliplicirt und nach y integrirt, so ergiebt sich 

ZG rx f)F v x = 0, 
wenn G vx t> der Coefficient von (y — v)~~* in der Entwicklung von G r y nach 
Potenzen von y—e ist. Diese Reihe convergirt sicher, wenn x innerhalb 
Cp liegt. Ich will sie, wenn v=e x ist, m ' 1 £;* bezeichnen und die * te zu 
v x gehörige Nullentwicklung nennen. 

Sei C(j () eine Linie, welche die Punkte c sämmllich einschliesst, und 
seien n «j 2 , ... v n diejenigen unter diesen Punkten, welche nicht innerhalb 
einer bestimmten Curve Cq (ß<Po) liegen; sei (>'<Cp und so gewählt, dass 
weder auf Cy', noch zwischen Cq und Cq' ein Punkt v liege. Die Variabein 

4* 
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a^ und x mögen im positiven Sinne die Linien Cp und C(?', x x , a? 2 , ... x H 
aber Kreise durchlaufen, welche um 0,, v 2 <> ... v n mit so kleinen Radien be- 
schrieben sind, dass jeder nur einen einzigen der Punkte v einschliesst. Dann 
folgt aus (3.) 

G^y = ^-^jFyXoGpXvdx^Gyy. 

Da sich aber nach den Functionen G {) y, G k y, ... eine Function nur auf eine 
einzige Weise entwickeln lässt, so ergiebt sich daraus die Gleichung 

-Tj^r-JFyXuGuXudXo = s, 

in der s gleich oder 1 ist, je nachdem v von u verschieden ist, oder nicht. 
Nun ist aber 

Sind also ä ( , A 2 , ... k n die Ordnungszahlen von e 19 t? 2 , ... r n , so besteht 
die Gleichung 

+ K*n GfiiQn-\ VFy n " l v n Gp kn t> n — e = -2"F;~' t> x Gp X v x — e. 

Ist nun S=2£c y F y x irgend eine Nullentwicklung, die innerhalb Cq convergirt, 
so erhält man durch Mulliplication mit G fl x und Integration über Cq 

ZCyS'Fr'exG^-c^O. 
Da die Reihe 2Fy" l eG v x in der ganzen Ebene ausserhalb des Minimalbereichs 
C^! convergirt, so ist, wenn Q t < pi <(>' <p gewählt wird, J£ Ff" 1 1* q[~ v 
convergent und daher F y ^ l e <CgQi v i und da Gp den Convergenzbereich der 
Reihe ^c v F y x begrenzt, so ist ^c y () fy convergent und daher c y < Ap'" y . 
3Iithin ist die Reihe JZCyF^v <lgh2Q { y . q'~ v und deshalb convergent. Setzt 
man also 

Se ¥ Fr l f>i = h Xx , 
so hat h Xx einen ganz bestimmten endlichen Werth, und es ist 

c fi = ^ h Xx Gp X t> x . 
Daher stimmen die Coefficienten der Reihe S mit denen des Ausdrucks 

-2* h Xx S Xx 
überein, und das System der zu den Punkten t> gehörenden Nullentwicklungen 
ist vollständig. 

Aus der in der ganzen Ebene mit Ausnahme des Minimalbereichs con- 
vergirenden Reihe (4.) ergeben sich durch Coefficientenvergleichung oder ge- 
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schlossene Integration die Gleichungen 

2Fr l *G WM v = 1 

2Fr l vG yX v = (*^*) 

2F;- l *G 9 iv'= (4=1,2,...*'.) 

Werden also die Constanten h lx so bestimmt, dass alle Coefficienten der Reihö 

verschwinden, so muss für alle Werthe von tu 

sein. Multiplicirt man diese Gleichung mit F*~ l vi und summirt man nach u, 
so erhält man 

hu = 0. 
Mithin bilden die Reihen S Xx ein vollständiges System von einander unab- 
hängiger Nullentwicklungen und zwar ein Fundamentalsystem. 

Geht C(j durch v k , so ist oben gezeigt, dass S Xx innerhalb dieser Linie 
sicher convergirt. Wenn nun die Reihe noch über Cp hinaus convergirte, 
so liesse sie sich linear durch die Nullentwicklungen ausdrücken, welche zu 
den nicht innerhalb Cp liegenden Punkten v gehören. Da sich v x unter diesen 
nicht befindet, so wäre die Reihe S Xx von einer Anzahl von ihr verschiedener 
Nullentwicklungen des aufgestellten Fundamentalsystems abhängig, was nicht 
der Fall ist. Daher muss S Xx ausserhalb Cp divergiren. Da nun der Con- 
vergenzbezirk jeder beliebigen Nullentwicklung mit dem irgend einer Reihe 
eines Fundamentalsystems übereinstimmen muss, so gilt der Satz: Nur solche 
Cvreen Cp begrenzen Convergenzbereiche von Nullentwicklungen, welche durch 
einen der Punkte v hindurchgehen. 

Sei ferner 2c v F p x—c v G y x irgend eine Nullenlwicklung, welche zwischen 
den Curven Cp und Cp„ (p>p u ) convergirt, seien « M e 29 ... t? M die nicht 
innerhalb Cp gelegenen Punkte v, und sei p'<Cp, >ßo und so gewählt, dass 
zwischen Cp und Cp' kein Punkt e liegt. Mit F y v und G y e mögen die Co- 
efficienten von (sc— v) x in der Entwicklung von F v x und G y x, mit G yx t> der 
Coefficient von (ar— «?)""* in der von G v x nach Potenzen von x— «? bezeichnet 
werden. Multiplicirt man dann die Gleichung 

2c y F y x — c y G y x = 

mit G u x und integrirt ober Cp', so erhält man 
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Setzt man also 

2c v Fr 1 f>x+ Cr G *~ l v x = h Xx und 2c y G yx t> x = h' Xx , 
so ist 

und 

Da aber nach den Functionen G^x, G v x, ... eine Function nur auf eine 
einzige Weise entwickelt werden kann, so folgt aus 

Sc' r G y x = ^jJ^i = ^'*a- ZF y '- l f>x G y x 
die Gleichung 

Setzt man also 

S Xx = 2G yx t> x F y x und S' hl = 2Qr l *iF v x-Fr l *iG 9 x, 
so bilden diese Reihen ein vollständiges System von einander unabhängiger 
Nullentwicklungen und zwar ein Fundamentalsystem. Zugleich ergiebt sich, 
dass C(f durch einen der Punkte t> hindurchgehen, und C(> u , wenn nicht cj, cj, ... 
sammtlich verschwinden, der Minimalbereich sein muss. 

Berlin, im October 1870. 
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Ueber die pendelnde Bewegung einer Kugel unter 
dem Einflüsse der inneren Reibung des umgebenden 

Mediums. 

(Von Herrn Oskar Emil Meyer in Breslau.) 



Uessel*) und noch vor ihm Dubuat**) haben darauf aufmerksam ge- 
macht und durch angestellte Versuche bewiesen, dass es zur Beduction einer 
in der Luft beobachteten Schwingungszeit eines Pendels auf den luftleeren 
Raum nicht genügt, den scheinbaren Gewichtsverlust, den das Pendel in der 
Luft erleidet, in Rechnung zu ziehen. Ausser dieser, der sogenannten aerostati- 
schen Correction, welche zuerst Bouguer angewandt hat***), ist noch eine 
zweite, die aerodynamische Correction, anzubringen. Dieselbe bezieht sich auf 
die scheinbare Vermehrung, welche das Trägheitsmoment eines Pendels durch 
die Trägheit der mit in Bewegung gesetzten Luft erleidet. Zur vollständigen 
Reduction auf den luftleeren Raum hat man also das Quadrat der beobachteten 
Schwingungsdauer mit dem Factor 

M 



<+4 



zu multipliciren, in welchem M die Masse des Pendels, M' die der verdrängten 
Luft, k eine von der Form des Pendels abhängige Zahl bedeutet. 

Während Bessel sich darauf beschränkte, den Werth dieser Zahl k 
experimentell festzustellen, suchte Poisson-^) ihn auf theoretischem Wege zu 
bestimmen. Er fand durch Integration der Differentialgleichungen, von welchen 
die Bewegung flüssiger Körper abhängt, den numerischen Werth 

K TT 



*) Astron. Nachr. Bd. 6. Nr. 128. 1827. Unters, über d. Länge des einfachen 
Secundenpendels. Äbh. d. Berl. Akad. v. 1826. Berlin 1829 S. 32. 

**) Principes d'hydraulique. 3 iime partie, section 2, chap. 1. 2te Aufl. 1786; 
3teAufl. 1816. 

***) Bouguer et Condamine, la figure de la terre. Paris 1749. 7. sect. Nr. 18 
pag. 339—340. 

f) M£m. de l'Acad. des sc. Tome 11. 1832. p. 521. 
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für den Fall einer pendelnden Kugel, während Bessels Messungen für eine 
Kugel von 2 Zoll Durchmesser 

k = 0,95 

ergaben*). Die Ursache dieser beträchtlichen Differenz zwischen der Rechnung 
und der Erfahrung hal Stokes **) klar gelegt, indem er zeigte, dass die von 
Poisson berechnete Zahl durch Vernachlässigung der inneren Reibung der 
Luft zu klein ausgefallen ist. Berücksichtigt man diese Reibung, so erhält 
die Besselsche Zahl den theoretischen Werth 

worin 

7 n Q 



2nT 

ist, und a den Radius der Pendelkugel, q die Dichtigkeit der Luft, r\ den Co- 
efQcienten ihrer inneren Reibung, endlich T die Dauer einer Schwingung be- 
deutet. Setzt man in die Formel die durch andre Beobachtungen bekannten 
Werthe ein, so ergiebt sich eine befriedigende Uebereinslimmung derselben 
mit dem von Bessel gefundenen Werthe. 

Die von Stokes entwickelte Theorie des Experimentes ist weit genug 
durchgeführt, um dem praktischen Bedürfniss einer Vergleichung mit der Er- 
fahrung nach mehr als einer Richtung hin zu genügen. Indess ist die elegant 
und geschickt angelegte Rechnung nicht bis zu dem Punkte vollendet, dass 
sie in mathematischer Hinsicht allseitig befriedigte. Besonders kann man 
zweifeln, ob die entwickelten Formeln wirklich die einzig mögliche Auflösung 
des Problems enthalten, und dies um so mehr, als sie nicht die vollständige 
Auflösung bilden. Die Berechtigung eines solchen Zweifels leuchtet ein, wenn 
man erwägt, dass ein aus verschiedenen Theilen zusammengesetztes Pendel 
verschieden rascher Schwingungen fähig ist, je nach der Art der Erregung. 
Es könnte also möglich scheinen, dass das aus der Kugel und der mitschwin- 
genden Luft zusammengesetzte System ebenso in verschieden rascher Folge 
der Oscillalionen schwingen könne, wie etwa die Zunge und die Luft in 
einer Zungenpfeife. Wäre das möglich, so wäre Bessel^ Coefficient k eine 
mehrdeutige Grösse und die Resultate sorgfälliger Pendelmessungen von zweifel- 
haftem Werthe. 



*) Unters, ü. d. Länge d. einf. Sec.-pendela. Abh. d. Berl. Akad. 1826. S. 54. — 
Versuche über die Kraft der Erde. Abh. d. Berl. Akad. 1830. S. 95. 

**) Tranaactions of the Cambridge philosophical society. Vol. 9. part. 2. 1851 p. 8. 
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Dieses Bedenken schien mir wichtig genug, um mich zur Vollendung 
der Stokesschen Theorie und zu dem Versuche zu bewegen, die Schwierig- 
keiten der mühsamen Rechnung zu überwinden. Ich habe in derselben, wie 
auch Stokes gethan hat, die Voraussetzung unendlich kleiner Schwingungen 
eintreten lassen. Ebenfalls habe ich eine andre von Stokes gemachte An- 
nahme beibehalten, nämlich die, dass das die Pendelkugel umgebende Medium 
incompressibel sei. Trotzdem bleibt die Theorie auf Versuche, welche in 
der Luft angestellt sind, angenähert anwendbar, weil die Bewegung der Art 
ist, dass keine merklichen Verdichtungen und Verdünnungen vor und hinter 
der Pendelkugel eintreten, wenigstens wenn das Pendel langsam genug schwingt. 

Neben der Wichtigkeit des Resultates, dass wirklich nur ein einziger 
Werth der Dauer einer Schwingung möglich ist, bietet die Rechnung noch 
besondres Interesse durch einige Eigenthümlichkeiten. Man gelangt zu einer 
linearen partiellen Differentialgleichung vierter Ordnung, von der schon Stokes 
bewiesen hat, dass ihre Auflösung aus denen zweier Gleichungen zweiter 
Ordnung zusammengesetzt ist. Dieses Verhalten der Gleichung macht zur Be- 
stimmung der Constanten, mit denen ihre particularen Lösungen multiplicirt 
sind, ein Verfahren nöthig, welches von dem gebräuchlichen etwas abweicht. 
Diese particularen Auflösungen hängen von den Wurzeln transcendenter Glei- 
chungen ab, von denen eine die Eigenschaft hat, dass sie neben unendlich 
vielen Wurzeln Von reellem Werthe zwei von complex imaginärer Form be- 
sitzt. Es zeigt sich also auch hier dieselbe Erscheinung, welcher ich früher 
bei einer verwandten Aufgabe *) begegnete, welche auch C. /. H. Lampe bei 
einem ähnlichen Probleme**) bestätigt fand, und welche endlich auch bei einem 
dritten von Heimholte behandelten Probleme***) nachgewiesen werden kann. 

1. 

Die Bewegungs- Gleichungen für das Innere einer flüssigen Masse, 
welche der Reibung unterworfen ist, sind \onNavier -J-), Poisson -J-J-), Stokes f-fr^ ), 

*) Dieses Journal Bd. 59. 1861. S. 229; Bd. 62. 1863. S. 201. 

**) lieber die Bewegung einer Kugel, welche in einer reibenden Flüssigkeit um 
einen senkrechten Durchmesser als feststehende Axe rotirend schwingt. Programm 
des städtischen Gymnasiums zu Danzig. 1866. 

***) Sitzungsberichte der Wiener Akademie. Band 40. 1860. S. 607. 
f) M£moires de l'Acad. des sc. de Paris. Tome 6. 1823. p. 389. 
ff) Journal de l^cole polytechnique. Tome 13; cahier 20. 1831. p. 139. 
fff) Cambridge philosophical transactions. Vol. 8. 1849. p. 287. 
Journal ffir Mathematik Bd. LXXIII. Heft 1. 5 
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Cauchy*), Barre de St. Venant **) und Stefan***) aufgestellt worden. 
Die Gleichungen, welche für luftförmige Medien eine — vielleicht nur schein- 
bare f) — Abweichung zeigen, ergeben sich für incompressible Körper, also 
für tropfbare Flüssigkeiten und weiche Massen aus allen Herleitungen überein- 
stimmend : 

du id*u . d*u , d*u) dp , v 

dt> (d'c , d'c . d'v) dp , v 

9-ST = *\i& + -ds+-ds\--dT + « z > 

n du dv dto 



dx dy dz 

In diesen Gleichungen bezeichnen u, v, w die 3 Componenten der Geschwin- 
digkeit eines Flüssigkeitstheilchens, zerlegt nach den Richtungen der drei 
rechtwinkligen Coordinaten x y y, z, ferner / die Zeil, p den Druck in der 
Flüssigkeit, X> Y, Z die von aussen auf die Flüssigkeit einwirkenden Kräfte, 
q ihre Dichtigkeit und rj ihren Reibungscoefficienten. 

lieber die Lage des Coordinatensystems setze ich fest, dass sein An- 
fangspunkt zusammenfalle mit der Ruhelage des Mittelpunkts der pendelnden 
Kugel; ferner sei die Richtung der Coordinate x und der Geschwindigkeit u 
dieselbe wie diejenige der Bewegung der Kugel. Von dieser letzteren setze 
ich, wie bereits in der Einleitung erwähnt worden ist, voraus, dass die Schwin- 
gungen der Kugel unendlich klein seien; dann darf ich den Bogen, auf dem 
ihr Mittelpunkt sich bewegt, als eine gerade Linie ansehen. 

Durch diese Annahme unendlich kleiner Bewegungen der Kugel wird 
von selbst die andere gerechtfertigt, dass auch die durch die Schwingungen 
der Kugel erregten Bewegungen der Flüssigkeit unendlich klein seien. Ich 
habe also die Glieder, welche in Bezug auf die Geschwindigkeits-Componenten 



*) Exercices de math&natiques. 3" me Anne*e. 1828. p. 188. Cauchy behauptet 
die Gültigkeit seiner Gleichungen freilich nur für unelastische feste Körper, also für 
weiche Massen. Doch da eine weiche Masse und eine zähe Flüssigkeit nur quantitativ 
sich unterscheiden^ so gelten die Gleichungen auch für zähe, d. h. für reibende 
Flüssigkeiten. 

**) Comptes rendus. T. 17. 1843. p. 1240. 

***) Wiener Sitzungsberichte. 46. Bd. 1862. Abth. 2. S. 8. 

t) Vergl. Stokes. Cambr. Tr. V. 8. p. 313. 18. 
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zweiter Ordnung sind, fortzulassen; unter 



du du , du . du , du 



dt dt dx dy dz 

du 

ist also der partielle Differentialquotient nach der Zeit —^~ zu verstehen, 

, dv , dw 

ebenso -77- und 



dt dt 

Statt der rechtwinkligen Coordinaten führe ich in jeder zur Richtung 

der Bewegung der Kugel, also zur Richtung der x senkrechten Ebene, Po- 

larcoordinaten ein; ich setze also 

y = u>cos(p & = ®sin(p. 
Ferner führe ich ein 

t> = qcos<p — tötfsiny w = qs\n(p-\- Wacoscp 
und 

y = Öcosy— Ss\n<p Z = iDsin</?-f£cosy, 
so dass also q die nach der Richtung des Radiusvector a> gerichtete Componente 
der Geschwindigkeit, o die Winkelgeschwindigkeit der Drehung um die Axe 
der a?, endlich Q, und S die entsprechenden Componenten der Kräfte bedeuten. 
So erhalte ich statt der obigen Differentialgleichungen 

du ld*u d / du \\ rfp v 



(2.) 



dt 






da __ Ul*a d / d(&*o) \\ Lj^L_l ü. 



= <*" | rf ( CT ^) 
dx radta ' 

wobei vorausgesetzt worden ist, dass die Bewegung von dem Winkel (p un- 
abhängig sei. Ferner sind die Grössen zweiter Ordnung fortgelassen worden. 
Die Gleichungen (2.) stimmen bis auf geringfügige Abänderung der 
Bezeichnungen und bis auf die fortgelassenen Glieder mit den auf S. 241 
meiner ersten Abhandlung im 59. Bande dieses Journals aufgestellten Glei- 
chungen überein. Die dritte der Gleichungen bestimmt die Winkelgeschwin- 
digkeit o unabhängig von den Componenten u und q, und diese sind ihrer- 
seits von a unabhängig. Jene frühere Abhandlung und ebenso die Abhandlung 
Lampes benutzten diesen Umstand, die Grösse o für sich allein zu bestimmen; 
und zwar bezog sich meine Untersuchung auf die oscillirende Drehung einer 
Scheibe, die von Lampe auf diejenige einer Kugel. 

5* 
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In der gegenwärtigen Untersuchung kann ich von der Grösse a ab- 
sehen, da eine Pendelkugel keine Oscillationen um eine mit der Richtung 
ihrer Schwingungen zusammenfallende horizontale Axe ausführt. Es bleiben 
also nur die erste, zweite und vierte der Gleichungen (2.) zu integriren. Die 
Lösungen, die wir erhalten werden, bilden also mit den von Lampe bereits 
aufgestellten Formeln das vollständige Integral der Gleichungen (2.). 

Ehe ich an die Integration der Gleichungen gehe, ist der Werth der 
äusseren Kräfte einzuführen. Von diesen ist nur die Schwerkraft zu berück- 
sichtigen, so dass, wenn z> die verticale Coordinale und g die beschleunigende 
Kraft der Schwere bezeichnet, 

X = Y=0 Z = -g, 
also 

£i = — gsincp 

zu setzen bleibt. Substituire ich also für den Druck p die Hülfsfunction p 

durch die Gleichung 

(3.) p = p-pflfcösiny, 

so werden die drei Gleichungen (2.) 

du __ id'u d (^ du \\ dp 

vir - 'i"s? + "s&rv lö "3sr/l dx * 

(A^ ] n d <l _ J d%q 4- d ( *(*& M dp 
W \V~dT ~ 'W + 15A mdm )\ dm" 

o = du | d ( aq ) 



dx tu dm 

Aus der letzten dieser Gleichungen folgt 

/k \ i drp 1 d\f> 

v ' m dm * es dx 

Eliminire ich dann p aus den ersten beiden Gleichungen (4.) und setze 

(6.) ^ = Y\ 

d. h. gleich der von Stokes mit dem Namen Reibungsindex belegten Constanten, 
so ergiebt sich zur Bestimmung von \p die Differentialgleichung vierter Ordnung 

(7.) 0-j(j*-±%.), 
wenn durch das Zeichen J die durch die Formel 

A dx* ^ dm* m dm 

erläuterte Operation angedeutet wird. 
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Um die Gleichung (7.) zu integriren, suche ich zunächst der 
Gleichung 

o = J% 

zu genügen. Setze ich dann 

x = Jt r-y-w 

und integrire diese Gleichung, so habe ich damit das Integral \p der Gleichung 
(7.). Dieser letzten ist zu genügen, wenn man 

(8.) y = Vi + Vj 
setzt, wo 

Vi = -ffxdt 

die Gleichung 

(9.) = Jif> t 

erfallt, während v* der Gleichung 

(10.) = Jfh-y^ 

genügt. Die Gleichung (7.) hat also die auch von Stokes hervorgehobene 

Eigenschaft, dass die Auflösung dieser Gleichung vierter Ordnung sich aus 

denen zweier Gleichungen zweiter Ordnung zusammensetzt. 

Diese interessante Eigenschaft ist nicht ohne physikalische Bedeutung. 

Bildet man nämlich die Grösse 

du dq 
dm dx * 

welche bekanntlich die doppelte Rotationsgeschwindigkeit eines Theilchens an 
der Stelle (x,(B) um eine zur a:- und zur (D- Richtung senkrechte Axe*) 
darstellt, so wird diese Grösse nach den Gleichungen (5.) 

du dq 1 |d> d*\l> \ dtp) _}_j w 
dm dx © \dx* dra* m dm) m *' 

Die Function ip t definirt also denjenigen Theil der Bewegung, welcher ohne 
Rotation stattfindet, für den also nach Helmholtz ein Geschwindigkeitspotential 
existirt. Dieser Theil # der Bewegung findet — von den weiter unten aufge- 
stellten Grenzbedingungen abgesehen — unabhängig von der Reibung statt 
und würde auch ohne dieselbe stattfinden; denn ist 

q = j*l &. 

dm dx 



') Helmholtz. Dieses Journal Bd. 55. S. 3 1 . 
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und 

= du I d ( CT 9) 
dx üsdcf ' 

SO folgt 

dx* cj *te \ da'** 

also sind nach den Gleichungen (4.) die Beschleunigungen 

du dp , da dp 

unabhängig von dem Werthe der Reibungsconstante r r 

Dagegen bestimmt der zweite Theil y 2 eine mit Rotation der Theilchen 
verknüpfte Bewegung, welche nicht allein von dem Werthe der Reibung ab- 
hängt, sondern welche sogar gar nicht als eine von der ersten, durch % 
charakterisirten unterschiedene Bewegung auftreten würde, wenn r\ = wäre. 
Die Rotation der Flüssigkeitstheilchen entsteht also erst durch die Reibung, 
und umgekehrt findet ohne Reibung keine Rotation statt. *) 

Um nun die Gleichung (7.) in geschickterer Form zu integriren, führe 
ich mit Stokes durch die Gleichungen 

(11.) x = rcosi>, ä> = rsind 

dio beiden neuen Variabein r und & ein, von denen die erstere die Entfer- 
nung von der Ruhelage des Kugelmittelpunktes bedeutet, wahrend die letztere, 
\> % den Winkel bezeichnet, den die Linie r mit der Richtung der Schwingungen 
ohi8ohIio8St. Durch diese Substitution erhalte ich 

Indem ich nun den Gleichungen <9.) und (10.) durch Auflösungen von 
der üblichen Form genüge, erhalte ich 

K . ±\$Q,+$Z n )Me VrU . 
Hierin »lud N, und Z m die beiden Auflösungen der Differentialgleichung 

e 



^ ,n i+(2»~^ = -^ +1) 



SU]# 



*) Vw^l. Nft/ii*. Wiener SiUuugnberiohte, BJ. 40. S. 25. 
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welche die Werthe 

j ü " ~ * T2" C0S ^ + 1.2.3.4 — C0S & i.2.3.4.0 C0S & +" 

W a (»+*)» 3a , («+l)(n+3)n(ii-2) 5a 

IZ - = C0S ^- 1 2X- C0S ^+ 2,3,4,5 ' cos ^ — 

besitzen. Ferner genügt R der Gleichung 

(16.) £J = «(«+1)£ 
und hat die Bedeutung 

(17.) Ä = JL+/rM 

Aehnlich erfüllt 9t die Differentialgleichung 

(18.) = ^-„(„+1)^-^91, 

und es ist 

I ® = ^(r) + (f-l)P»(r),. 

(19.) p a ( r ) = f *+«/V(il'-« , )'&, • 0„(r) = r n+l f*e- r '(s i -l i ) n d8. 

Die sonst noch vorkommenden Bachstaben B, C, 33, (5, f, f, n, n, X und ^ 
bezeichnen constante Grössen, welche vorläufig unbestimmt sind. 

Aus dem so bestimmten Werthe der Function y erhält man die Ge- 
schwindigkeiten u und q durch die Gleichungen (5.) oder 

■ 1 fco8# dtp , . A dtp 

[u = — =— sri -75- + sm & -f- 

] rsintr i r d& dr 

) 1 (sin* dtp a d*P\ 

\* rsintf i r a# ar ) 

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (4.) ein, so werden 
dieselben 

dp __ q d 1 tfj l dp __ g d*tp x 

dr~~~r*a'm& d&di ' d* " "sinüF IrdT ' 

so dass also aus der Gleichung 

/? und damit der Druck p durch eine Quadratur gefunden werden kann. 

2. 
Die Function xfj hat Grenzbedingungen zu genügen, welche, unabhängig 
von der Grösse der verflossenen Zeit t, für gewisse Werthe von S- und r 
erfallt werden müssen. 
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Da die Geschwindigkeiten u und q überhaupt nicht unendlich gross 
sein können, so darf dies auch nicht an Punkten auf der Axe geschehen; es 
dürfen also die Formeln (20.) für &=0 und & = n nicht den Werth oo geben, 
d.h. es muss für # = und # = ti, für jeden möglichen Werth von r und 
t sowohl 

-¥ — als auch -^- = 

sein. Die erstere Bedingung wird durch die Natur der Functionen und Z 
von selbst erfüllt. Es bleiben also für cos#=l die Bedingungen 

O=B0 n ±CZ n , O = ®0 n ±&Z n 

zu erfüllen oder 

O = B0 n , = CZ n , = 330,,, = (JZ B . 

Also ist nöthig, dass einerseits entweder 

o = i-sfe+i)+ «»+^»+y»- zii_... und c =o 

oder 

sei, und andrerseits 

oder 

■ 

Man sieht hieraus, dass n mit h identisch ist. Ihre Werthe sind ganze Zahlen. 
Denn es sind die aufgestellten Reihen gleich den unendlichen Producten 

_ (n-l)(n+2)(it^3)(it+4)(n-5)(it+6) . . . 
V "" 1.2.3.4.5.6... ' 

_ (n^2)(n+3)(n~4)(n+5)(n~6)(n+7) . . . . 
v "" 2.3.4.5.6.7... 

Es ist also . entweder fi = n gleich einer positiven ungeraden oder einer ne- 
gativen geraden ganzen Zahl, wo dann 

C = und (5 = 
ist; oder es ist n=n gleich einer geraden positiven oder negativen ungeraden 
ganzen Zahl (Q und —1 ausgenommen), wobei 

fi = und 8 = 
zu setzen ist. Nach Gleichung (14.) ist nun aber n mit 0-„_i und Z n mit 
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Z_ n _ 1 identisch. Es ist also nur nöthig, die positiven ganzzahligen Werl he 
von n zu berücksichtigen und für ungerade n 

C=0 und (5 = 0, 
für gerade n 

B = und 33 = 
zu setzen. 

Als wichtiger Voriheil ergiebt sich aus diesem Resultat, dass die Reihen 

(15.) geschlossene Ausdrücke und @und Z zu ganzen rationalen algebraischen 

Functionen von cos # werden. Es empfiehlt sich jetzt, die Reihen (15.) etwas zu 

transformiren und die Functionen fortan durch folgende Gleichungen darzustellen: 

n . sai* (n-l)(»+2) 2a, (*-l)(n+2)(»-3)(«+4) \ 

n = sur # jl— - — ^^ J cos 2 t94- - 12 3 4 cos 4 !» J , 

(22.) / 

IZ. = cos^sin^ \l- ( n - 2 $ + *> cqb*&+--] • 

Nicht weniger vereinfachen sich für ganzzahlige n die Functionen P n (r) 
und Q n {?) in den Gleichungen (19.). Von denselben gelten folgende Lehr- 
sätze, welche sich leicht durch theilweise Integration herleiten lassen: 

(O = P w+1 (r)+2(^+l)(2f»+l)^-4ii(ii+l)/ 2 P ll . 1 (r), 

(0 = ^ + i(r)-2(ii+l)(2»+l)^^4 W (ii+l)^(? ll . l (r). 

Ebenso lässt sich beweisen, dass ihre Differentialquotienten durch die Gleichungen 

<rP n (r) = -nP n (r) + 2ni?rP H _ l (r) 

= („+l)(?„(r)-^ r) ^ +1 (r) 

gegeben sind. Die Gleichungen (23.) erlauben eine einfache Berechnung der 
Functionen aus den Werthen 

p ( r ) = r f V* ds = c ar - e~ ir , 



-i 



(25.) 



\Qo(r) = r/"e- r 'ds=e- lr , 



-1 

00 



0. (0 = »y (« - * J ) «-"* = 2 (*+ 7-) e~ 2r . 
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Man findet, wenn 

j Qn(r) = Q u (r,l) 

(26.) | gesetzt wird, 

( P.(r) = {-l)*\Q m (r,-l)-Q m (r,».)\, 

und hierin ist 

(27.) 9Jr,*)=2.4...(2»)e-'-{;i'+^^ 
Diese Reihe ist ebenfalls eine endliche. 

3. 

Zweitens hat die Function tp Bedingungen für gewisse Werthe von r 
zu erfüllen. Solchen Bedingungen ist sowohl an der Oberfläche der Kugel, 
als auch an der sphärisch gedachten Umhüllung des Mediums zu genügen. Die 
Oberfläche der Kugel schwankt hin und her. Es ist indess angenommen 
worden, dass die Bewegungen der Kugel unendlich klein seien. Ich vernach- 
lässige also nur unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung in den Ausdrücken 
für die Geschwindigkeiten, wenn ich diese Bedingungen als für die Oberfläche 
der festen Kugel gültig annehme, mit welcher die bewegte in ihrer Gleichge- 
wichtslage zusammenfällt. 

Mit dieser sei die äussere Umhüllungskugel concentrisch ; ihr Radius 
sei b, der der Pendelkugel a. Dann sind Bedingungen für r = a und für 
r = b aufzustellen. 

Ich nehme an, dass die Flüssigkeit an beiden Oberflachen fest hafte 
ohne zu gleiten. Dann habe ich für r = a die Geschwindigkeit der Flüssig- 
keit gleich der der Kugel, für r = b dieselbe =0 zu setzen. Bezeichne ich 
die Geschwindigkeit der Kugel durch U 9 so habe ich 

für r = a, u=U, q = 0, 

für r = b y u = 0, q = 

zu machen oder nach den Gleichungen (20.) 

für r — a und für r = b 

dr ' dr ' 

-^ = a 7 Us\n& cos # ^jf = °- 

Diesen Bedingungen ist für jeden Werth von # zwischen und n und für 
jeden positiven Werth von l zu genügen. 
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Man sieht leicht, dass diesen vier Gleichungen weder durch die zwei 
in jedem Gliede von ys t enthaltenen Constanten, B und f für ungerade, C und 
f für gerade n> noch durch die drei in jedem Gliede von t// 2 enthaltenen, 2), 
f und l, respective (£, f und l genügt werden kann. Es ergiebt sich also, dass 

angenommen werden muss; es wird dann möglich, durch 4 der 5 Constanten 
B, 33^ A f? * f ör ungerade n, dagegen C, S, f y f, X für gerade n den obigen 
4 Bedingungen zu genügen. 

Zugleich ergiebt sich eine nothwendige Folgerung für die Form der 
Function U> der Geschwindigkeit der Kugel. Da nämlich y, als Function 
von t betrachtet, aus einer Reihe von Exponentialgrössen mit dem Exponenten 
J?y*t besteht, so muss nach den obigen Bedingungen dasselbe für U der Fall 
sein. Man hat also 

(28.) U = 2De a ^ 

und hieraus ergiebt sich für die augenblickliche Ablenkung £ der Kugel aus 
der Gleichgewichtslage 

(29.) | = Z^'r", 
weil £ und U durch die Gleichung 

"-# 

unter einander verbunden sind. 

Nunmehr ist es leicht, den 4 Bedingungen zu genügen. Beachtet man 
nämlich, dass dieselben für alle Werthe von # zwischen und n gelten, 
sowie dass nach Gleichung (22.) 

L = sin 2 *, 

so findet man, dass sich folgende Gleichungen als nothwendig ergeben. Es 
ist für n = 1 



(30.) 



aD = *(2A»-y)+»(Pi(aH(f-l)0;(a)), 
\WD = 2?(/V + l)+S(P J (a)+(f-l)(?x(a)), 

= B (fV +±-)+%(P l (b)+(i-l)Q l (b)), 
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für ungerade n grösser als 1 für r = a und r = b 

= 5((»+l)/r"-^ T ) + S3(F:(r)+(f-l)(?:(r)), 
(31.) { 

= *(/V+» + _L) + 95(P,.(r)+(f-l)^{r)), 

für gerade « für r = a und r = 6 

(0 = <(»+l)/'r--zii)+S(i , :(r) + (f-l)^(r)), 

(0 = C((/V+' + JL) + S(P.(r)+(f-l)<?.(r)). 

Die Gleichungen (30.) bestimmen für n = 1 2?, £ 33, f durch D; d. h. 
sie bestimmen die Bewegung des Mediums durch die der Kugel. Man erhält, 
falls D nicht =0 ist, unter Rücksicht auf die in (24.) enthaltenen Werthe: 

BN = -^abDla^e^^-a.ß.e'^^l, 
fBN = \al 7 D \a L e Xib - a) -a 2 e-« b - a >-Mb\, 

f82V = %abD\ß 2 e u -a 2 e ia [, 
worin zur Abkürzung 

ra L = S + Sla + tfa 7 , ß t = 3 + 3A6 + ^ß% 
(34.) L = S-3ka + l 7 a\ ß 2 = 3-3Xb + k 2 b 2 , 

[N = X^(aa l ^-bß 2 )e Hb - a) + {bß l ^-aa 2 )e' x ^ 0) -12Xab} 

gesetzt worden ist. In dem vorläufig noch als möglich erscheinenden Falle, 
dass die Constante D = wäre, würde man eine Auflösung der Gleichungen 
(30.) erhalten, welche mit der der Gleichungen (31.) für n = l zusammen- 
fiele. Indess ist diese Auflösung nicht im Stande, den im folgenden Abschnitt 
aufgestellten Bedingungen, insbesondere der Gleichung (42.), zu genügen. 

Dagegen bestimmen die Gleichungen (31.) und (32.) von jenen 4 Con- 
stanten f, f und B, 33, respective C, ß nur 3. Es ergiebt sich aber eine 
Gleichung zur Bestimmung der Werthe von X. Da die Gleichungen keine der 
mit D bezeichneten Constanten enthalten, so sieht mau, dass sie zur Berech- 
nung derjenigen Art von Bewegungen dienen, welche die Flüssigkeit ausführt, 
ohne dass die Kugel daran Antheil nähme. 

Die Gleichungen sind durch einen Lehrsatz, welchen ich zuvor be- 
weisen werde, leicht aufzulösen. Aus den Differentialgleichungen, denen die 
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Functionen P und Q nach Gleichung (18.) genügen, 

= ^-^P.(r)-i'F.(r), 

= £%J!2--fi^i2 .(r)-A«(?.(r), 
folgt die Gleichung 

welche durch Integration liefert, dass 

einen von r unabhängigen Werth besitzt. 

Durch dieses Theorem findet man aus den ersten der Gleichungen 
(31.) oder (32.), also sowohl für gerade als für ungerade n: 

f _ - 4 *(f*+l)* ^1^(6) -^ip^ö* 

(35.) { oder auch 



/- - 4»(«+l)* a . + . j?H+l(a) _ 6 . + , 0i>+ ^) 



Desgleichen ergiebt sich aus den zweiten dieser Gleichungen durch einfache 
Elimination, ebenfalls für gerade und ungerade n> 

1_f = t> n+l P» + iW-a*+ l Pn+i(d) 

(36.) { sowie 

1 _f = b- n P^iQ>J-a>- n Pn-i(a) 

Hieraus folgt die Gleichung 
r o 7 x fr-P— iW-fl-^P—^q) fl-»g»-i(fl)-ft-"g»-i(6) 

welche als einzige unbekannte Grösse l enthält; sie bestimmt also die Werthe 
dieser Grösse und zwar sowohl für gerade, als für ungerade Werthe von n y 
welche grösser als 1 sind. 

Endlich erhält man aus den Gleichungen (31.) noch für ungerade n 

(38) I 2 ("+ 1 )( 2 "+ 1 )( a " +, ^+'( ö )- 6 " +, <?-+«( 6 )) ß 

J= «■ +I r 1 ((), +1 («)P. +1 (4)-(), +1 (4)p, +1 (fl))g 

und für gerade « aus (32.) 

(39) I 2 ( w + 1 )( 2w+1 H«" +, (?. + i(«)-^ +, (?. + iW)C f 
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Es bleibt also noch je eine der Constanten, etwa 33 für ungerade und <S für 
gerade n unbestimmt. 



Ich habe noch die Differentialgleichung aufzustellen, welche die perio- 
dische Bewegung der Kugel bestimmt. 

Stokes hat für den Ausdruck der von der Flüssigkeit auf die Kugel 
ausgeübten Druckkräfte eine Formel gegeben, welche ich in etwas andrer 
Weise herleiten will. 

Nach den Principien der allgemeinen Theorie, auf der die Gleichungen 
(1.) beruhen, liefern die Formeln 

die nach den Coordinatenrichtungen zerlegten Componenten der Druckkräfte, 
welche im Innern der Flüssigkeit im Sinne der positiven Richtungen der Co- 
ordinaten auf Flächen ausgeübt werden, welche zu den Coordinaten senkrecht 
gelegen sind. 

Aus den 3 X-Componenten erhalte ich nach einem bekannten Theorem 
Cauchys die Componente, welche nach derselben Richtung, also horizontal 
auf eine gegen den Radiusvector r senkrecht gelegene Fläche ausgeübt wird, 

X r = X x cos&-\-X y sm&cos<p + X z $in9sin<p 

Wende ich diese Formel auf die Oberfläche der Kugel an, so erhalte ich 
eine Kraft, welche dem auf dieselbe ausgeübten Druck gleich, aber entgegen- 
gesetzt gerichtet ist. Ich setze die Werthe von u und q aus den Formeln 
(20.) ein, benutze die Differentialgleichungen (9.) und (10.), sowie die Be- 
dingung, dass für r = a q = ist, und erhalte 

T r dt 

Die gesammle auf die Kugel ausgeübte horizontale Componente der Druck- 
kräfte ergiebt sich durch Integration über die Kugel. Dieselbe ist, genommen 
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nach der positiven Richtung der x, 

m 

af J (j)^ — a)pcos&j a sin&d&d<p 

(I 

und wegen (3.) 

%naj Q) -^ -- ap cos &)s\Ti 9 d&. 



Auf das zweite Glied wende ich den Satz von der partiellen Integration an, 
setze den Werth von -^ aus (21.) ein und erhalte die SfoAre*sche Formel 



(J 



Ebenso wie diesen Werth der einen horizontalen Componente des auf 
die Kugel wirkenden Drucks kann man die zweite horizontale und die ver- 
ticale Componente bilden. Es ergiebt sich 

Y r = (psin*-i7J^+^co»ft+-g-Biii*|)co8y, 

Z r = (psind^7 7 j-^+-^cos^+^-sindj)siny. 

Bildet man die Summe wie oben, so liefert die erste Formel das Resultat 0, 
die zweite 

-§7iQa z g 9 

welche Grösse gleich und entgegengesetzt dem Druck ist, den die Kugel nach 
oben erleidet. 

Es ist jetzt leicht, die Differentialgleichung zu bilden, welche das Ge- 
setz der Bewegung der. Pendelkugel enthält. Auf dieselbe wirkt, wenn M 
ihre Masse ist, die Schwerkraft 

-Mg 

in der Richtung der vertical nach oben gerichteten * - Coordinate. In derselben 
Richtung drückt die Flüssigkeit mit der Kraft 

inQtfg = M'g, 

wo M' die Masse der von der Kugel verdrängten Flüssigkeit bezeichnet. Es 
bleibt also die Kraft 

-(M-M')g = -mg. 

Das von dieser verticalen Kraft herrührende Moment beträgt 



• 
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wenn £, wie bisher, die augenblickliche Entfernung der Pendelkugel aus der 
Gleichgewichtslage bedeutet. Dazu kommt das Moment 'der horizontalen 
Druckkraft 

a 

wo / die Länge des Pendels, d. h. die Entfernung des Mittelpunkts der Kugel 
vom Aufhängungspunkte bezeichnet. Fugt man. zu diesen beiden Momenten 
das negative Moment der beschleunigenden Kraft 

so erhält man die gesuchte Differentialgleichung in der Form 

(40.) = ^$+^T^^P a ^y Vr ( a ^ L+2 ^) sindd #- 

o a 

In diese Formel sind die oben gefundenen Werthe einzusetzen. Da- 
bei bietet sich die Aufgabe, die Integrale 

f n n 8in&d&, f n Z n €\\L&dS 

I) u 

zu berechnen, welche mit den Integralen 



J n l sin# 9 J sind" 



u 

identisch sind. 

Statt dieser Aufgabe behandle ich die allgemeinere, welche später 
nützlich sein wird, den Werth des Integrals 

zu finden, wenn 0„ und n Auflösungen der Differentialgleichungen 

. = -A( * ^)+n(n+l)-^V 

d& \ sin ir dir / v ' bid # 

bedeuten; es kann also auch 2? statt geschrieben werden. Aus diesen 
Differentialgleichungen folgt 

<.(.+i)-.C.+t,)££ = ^UfOC-^)) 

und durch Integration unter Rücksicht auf die unter (22.) aufgeführten Formen 
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der Functionen 

(»(»+l)-n(n+l))/ ,t 0.0«-^ = 0» 



also, wenn die positiven Zahlen n und n von einander verschieden sind, so ist 



und ebenso 

(4i.) \ /> Zj j<* , 

rz n z n 4» = o. 

•/ n sin & 

Aus den ersten beiden dieser Theoreme folgt fär die zunächst vor- 
liegende Gleichung (40.), dass, wenn man in dieselbe die Werthe der Functio- 
nen % und \p 2 einsetzt, alle Glieder fortfallen mit Ausnahme derer, in welchen 
n = 1 ist. Denn es ist 



f n n sin&d&=f l 0.0^ = 0, 



U 



fz a tin»d» -fz.0^ = 0; 



n>l 



u o 



dagegen ist 



(42.) = D(M*y+ T ^-f)-$ 7 r e a(aiB-g-+2939l) i?f 



f"0 1 sin&d& =y n siü 3 &d» = $. 



Somit erhält man, indem man beachtet, dass die Gleichung (40.) für 
jeden Werth von t zu erfüllen ist, durch Einsetzen aus (13.) und (29.) 

dR 

unter der Bedingung n = 1. In Folge der Gleichungen (30.), welche sich auch 

lB-?ß-+%^=aD für r = a, =0fürr = 6, 

(43.) \ dr dr 

( BR+&m = WD - - = - - 
schreiben lassen, und der identischen Gleichung 

(44.) rÄ -4*=* 

Verwandelt sich diese Gleichung in 

(45.) = Dm(lY+±-j^)+*n 9 lYB, 
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und man erhält durch die erste Gleichung (33.) 

(46.) = m{X y +JL—)-2nT l ab ^^ß^ +ibßi ±S ^^-l2Ub ' 

Diese Gieichung enthält nur noch l als einzige Unbekannte, dient also zur 
Bestimmung der möglichen Werthe dieser Constanten für den Fall n = 1, 
während für n^>\ die Gleichung (37.) an ihre Stelle tritt. 



5. 
Fassen wir jetzt die gewonnenen Resultate zusammen, so haben wir 
in den Formeln (28.) und (29.) 

U = ÜDf, 

* = SfP v ' 

den vollständigen Ausdruck der Geschwindigkeit U und der Ablenkung £ der 
Pendelkugel, wenn die durch ^ angedeutete Summe sich über alle Werthe 
X, welche der Gleichung (46.) genügen, erstreckt. Ferner sind die Formeln 
(13.) dahin zu verbessern, dass die Function t// und die von ihr abhängenden 
ft, q und p aus einer nicht einfachen, sondern doppelt unendlichen Reihe be- 
stehen. Es nimmt nicht allein die Zahl n, sondern auch der Parameter l, 
als Wurzel einer transcendenten Gleichung (37.) oder (46.), unendlich viele 
verschiedene Werthe an. Man kann also ip schreiben 

V = ©i8(*Ä+»»)e 1, ^+ - 2 r (9.8(ÄÄ+B8l)e |, ' ii 

Die erste Summe O ist aber alle Wurzeln X der Gleichung (46.) auszudehnen, 
und es sind die Werthe der zugehörigen Constanten den Gleichungen (33.) 
zu entnehmen; unbestimmt bleibt dann in jedem der Terme nur die Constante 
D. Im zweiten Gliede der Gleichung erstreckt sich die Summe j£ über alle 

ungeraden Zahlen n, die Summe ^ über alle Wurzeln X der Gleichung (37.); 
die Gleichungen (35.), (36.), (38.) drücken die übrigen Constanten durch je eine 
derselben, etwa 33, aus. Aehnlich bezeichnet im dritten Gliede ^ eine Summe 

nach allen geraden Zahlen n, j^ nach allen Wurzeln l der Gleichung (37.); 
die Gleichungen (35.), (36.), (39.) bestimmen alle übrigen Constanten bis auf 
je eine, etwa @. 
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Es bleiben also noch zu bestimmen: 1) für n = 1 die Werthe der 
Constanten D; 2) für grössere ungerade Zahlen n die Werthe der 33; 3) für 
gerade n die Werthe der Constanten S. Dies geschieht durch den Anfangs- 
zusland der Bewegung, welcher gegeben sein muss. 

Es sei zu Anfang, also zur Zeit /=0, das Pendel aus seiner Ruhelage 
um die Grösse A abgelenkt gewesen, und es habe zu derselben Zeit die Ge- 
schwindigkeit c besessen. Ferner muss die Geschwindigkeit der Flüssigkeit 
gegeben sein, d.h. es müssen die Werthe von u und q bekannt sein; die- 
selben sind es, wenn der Werth von ip — bis auf eine aus den folgenden 
Formeln von selbst verschwindende von r und & unabhängige Constante — 
gegeben ist; dieser sei gleich der von r und # abhängenden Function 3P". 
Dann ist noch den Bedingungen zu genügen, dass 

(48.) für* = § = A 9 U=c, yj=*F sei; 
oder dass 

sei. 

Zur bequemen Auflösung dieser Gleichungen dienen zunächst die Theoreme 
(41.). Man findet durch dieselben, dass für » = 1 die Constanten D ans 
den drei Gleichungen 

)f t 'Fsm&dd- = fS(^Ä+539l) 

zu bestimmen sind. Dagegen sind für grössere ungerade n die Constanten 33 
aus der einzigen Gleichung 

(50.) fre.£t =/"0.ö.sk-S(fi*+»»> 



herzuleiten und ähnlich die <2 für gerade n aus der Gleichung 

o u ■ 

Die beiden letzteren Gleichungen enthalten das Resultat, dass die Be- 
wegung, welche die Flüssigkeit ohne die Kugel ausführt, nur aus einer an- 
fänglichen Bewegung der Flüssigkeit, nicht durch eine Einwirkung der Kugel 
entstehen kann. Die Auflösung aller dieser Gleichungen (49.) bis (51.) lässt 

7* 
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sich durch Theoreme bewerkstelligen, welche sich auf die Functionen R und 
9t beziehen. 

Es seien l und ( zwei Auflösungen derselben Gleichung (37.) oder 
(46.), Rx, SR*, R\, % die zugehörigen Functionen. Die beiden R, welche 
sich nur durch den Werth der Constante f unterscheiden, genügen derselben 
Differentialgleichung (16.) 

d%R - nUJLi\ R . 



also ist 



und durch Integration 



folglich 



n d*R x n d'R x n 



(53.) [*£-*£!-* 

wo die eckigen Parenthesen die gebräuchliche Bedeutung haben. 
Aehnlich ist nach (18.) 

also ist 

und durch Integration 

(53.) (l«-P) < / , 8l 1 8fc* = [91^-91^]*. 



Ist nun »>1, so gelten die Gleichungen (31.) und (32.) oder kurzer 
= BR+m, 0=CÄ + G9t, 

ar dr ' dr dr 

für r=a und r=6. Hierdurch findet man unter Beachtung des Theorems (52.) 

(54.) f k fft x %dr = 0, 

a 

vorausgesetzt, dass l nicht =A und n grösser als 1 ist. 
Ganz ebenso ist für »>1 

(55.) »yV**-[**-**]!-* 

a 

und dieser Satz gilt auch für I = i. 
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• 

Multiplicirt man also die Gleichung (50.) mit Btidr und integrirt zwischen 
den Grenzen a und b> so verschwinden rechterseits alle Glieder bis auf das 
l enthaltende. Man findet 

a o 

(56.) (und ebenso 

a a 

wodurch 35 und S für jedes n > 1 bestimmt sind. 

Für #» = 1 dagegen werden die Formeln (54.) und (55.) ungültig. 
Denn es gelten die Grenzbedingungen (43.). Benutzt man diese neben den 
Gleichungen (42.) und (44.), so findet man aus (53.), vorausgesetzt dass ( 
und X verschiedene Wurzeln der Gleichung (46.) sind, 

a 

(57.) |und ebenso 

a 

welche letztere Gleichung auch für 1=1 gilt. Man hat also für n=\ und l^X 

Nach diesem Theorem ist es leicht, aus den Gleichungen (49.) alle D 
bis auf eins zu eliminiren. Man bildet nämlich und erhält 

a ^ ' a 

Das hier rechter Hand vorkommende Integral lässt sich aus der Formel (53.), 
welche für 1 = 1 einen unbestimmten Werth % liefert, finden, indem man nach 
1 differentiirt und dann t=X setzt. Man erhält so, indem man noch die mehr- 
fach angewandten Bedingungs- und Hülfsgieichungen benutzt, schliesslich 

(58.) { « « 

Setzt man aus den Gleichungen (33.) die Werthe der verschiedenen Con- 
stanten ein , so bleibt nach Division durch D eine Gleichung, welche diese 
Grösse eindeutig bestimmt. 
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Damit sind alle Constanten bestimmt, folglich auch die gesuchten Functionen 
\p und die von dieser abhängenden u, q, U, !;, d. h. die Geschwindigkeiten 
der Flüssigkeit und der Kugel und der Ort der letzteren zur Zeit L 

6. 

Um den Sinn der für diese Functionen aufgestellten Formeln zu ver- 
stehen, ist vor allen Dingen eine Untersuchung der Natur der Grössen A 
nöthig, welche durch die Gleichungen (37.) und (46.) bestimmt werden. Es 
handelt sich namentlich darum, ob sie reell, imaginär oder complex sind, da 
hiervon abhängt, ob die Bewegung mit der Zeit periodisch ist oder nicht, 
sowie ob die Grösse derselben ab- oder zunimmt. 

Was zunächst die Gleichung (37.) anbetrifft, so ist leicht einzusehen, 
dass, wenn ihr ein Werth A genügt, auch — A sie erfüllt. Denn man erhält 
durch Anwendung der Gleichung (26.) 

q-» Q,.i (a, - A) - b~» Q n ^ (b, - A) o— Q H ^ (q, A) - b~* Q n -i (6, A) 

a»+* Q n +i (q, - A) - &*+' Qn+i (6, - A) C-+ 1 <? n +i (q, A) - 6»+' n+ i(6, A) ' 

Ich brauche also im folgenden nur die positiven unter den reellen A zu un- 
tersuchen. 

Mit Hülfe der vier Lehrsätze 

f'drr-'P.ir) = 2»(Ä-P._ 1 (Ä)-a-P,._ 1 (a)), 

a 

f b drr-Q K {r) = 2n{a~'Q H _ l {a)-b-'Q K . l {b)\ 



a 



f drr^Pjr) = ^-^ P H+l {b) - a'^ P H+l (a)), 



f drf+ l Q n (r) = ^±—( a ^Q H+l ( a )-b^Q n+l (b)\ 

a 

welche durch die Differentialgleichungen (16.) und (18.), deren parliculare 
Lösungen die Functionen r""", r" +1 , /*„(*•), Q n (r) sind, leicht zu beweisen sind, 
bringe ich die Gleichung (37.) oder 

9 i = (^P+M-^P^aM 

l - (6- JP^ (b) - AT- P n _, (a)) (a" +1 Q H+l (a) - b«+> <? n+1 (b)) 
auf die Form 

' = f b f b drdx(r n + l x- n -r-»i n + l )P n (r)Q n (x). 



a a 
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In dieser Geslalt läsfei die Gleichung erkennen, dass ihr kein reelles X genügen 
kann. Denn es kann das Doppel-Integral, da beiden Variabein gleiche Grenzen 
vorgeschrieben sind, als eine Summe aufgefasst werden, in welcher neben 
jedem Gliede 

das entsprechende 

(x»+ l r - H -x- n r n + l )P H (x) Q n (r) 

enthalten ist. Die Summe beider ist 

(r »+i r -- r-r-H) (/>, ( r ) Q n ( r ) _ P n ( r ) Q n ( r )) . 

deren Werth aber ist, falls X positiv ist, ebenfalls positiv, weil unter dieser 
Bedingung nach den Gleichungen (24.) P mit wachsendem r zunimmt, während 
Q abnimmt. Demnach ist auch der Werth des Integrals und der rechten Seite 
der Gleichung (59.) positiv; dieselben können also nicht sein. Es besitzt 
also die Gleichung (59.) oder (37.) keine positive reelle Wurzel X und über- 
haupt keine reelle. 

Ihr genügt auch kein X von complex- imaginärer Form. Würde ein 

X = ft + S« i=yw 

mit der zugehörigen Function 

» 2 = V+ Wi 
existiren, so gäbe es auch ein andres X, das ich 

I = a— St 
bezeichne und die Function 

% = F- Wi. 

Setze ich diese Werlhe in die Gleichung (54.}, so erhalle ich die unmögliche 
Gleichung 

f'dr^+W 1 ) = 0. 

a 

Es giebt also kein complex 7 imaginäres X y falls n grösser als 1 ist. 

Die möglichen Wertbe dieser Grösse X können also nur rein imaginäre 
Grössen sein. 

Nun ist X der unterscheidende Parameter einer der particularen Auf- 
lösungen der Differentialgleichungen, und zwar für # > 1 einer solchen par- 
ticularen Auflösung, welche die Bewegung bestimmt, welche die Flüssigkeit 
ohne Theilnahme der Pendelkugel ausführt. Die Form einer solchen Auflösung 
ist (vergleiche Gleichung (47.)) 



5£ jfW'""- wöer die pendelnde Bewegung einer Kugel. 



j e mcMm ■ u^ennie oder gerade ist. Da hierin l imaginär ist, so bilden 
cie$e lili*d*r Functionen der Zeit, welche, ohne sich periodisch zu verändern, 
sit TOch£*ader Zeit an Werth abnehmen. Die Flüssigkeit kann also ohne das 
fViftfo* r^WcT mi periodische Schwingungen gerathen, noch auch überhaupt 
oAjn' «tawWfc dauernd in Bewegung bleiben. 

Anders verhält es sich mit der Bewegung, welche die Pendelkugel 
und die Flüssigkeit gemeinsam und nach denselben Gesetzen ausführen. Diese 
Hewegung wird durch particulare Auflösungen angegeben, für welche » = 1 
bt, und deren Parameter l durch die Gleichung (46.) bestimmt wird. 

Dieser Gleichung genügt ebenfalls kein reelles X. Sie verwandelt sich 
durch ohio leichte Transformation in 

(60.) = m (xy+ 7 ^ r )+2 7 n ?fl 6|, 
worin 

oder nach den Gleichungen (25.) bis (27.) 

<?o(r) = e~ lr y 

und wegen der Bedeutung von a g , <r 2 , /j M ß 2 (Gleichungen (34.)) 

643 = a*b*{Q 2 (a)P 2 (b)-P 2 {a)Q 2 {b)}> 
8tf==a/,{(6'P a (&ya^(^ 

gosetzt ist. Wenn nun l reell und positiv ist, so ist, wie leicht zu erkennen, 
3 ebonfalls positiv, desgleichen $; denn der gefundene Ausdruck stimmt bis 
auf oinon constanton Cooflicienten mit der in der Gleichung (59.) enthaltenen 
Function, von der nachgewiesen wurde, dass sie bei positivem l ebenfalls 
von poultlvoin Wertho sei, für a = l überein. Ist l negativ, so wechseln 
Howohl 3, ni» auch X das Voneichen. Das in der Gleichung (60.) vor- 
kommende Verhältnis* 3:$ ist demnach für reelle l immer positiv, desgleichen 
die ffiuian rerlito Seile der Gleichung. Diese, sowie die mit ihr identische 
(JlMlrlnihU ■ ,1-1(1.) henilxl folglich keine reelle Wurzel l. 
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Dagegen können ihr sowohl imaginäre als auch complexe Wurzel- 
werthe genügen. Die ersteren liefern wiederum zu den Ausdrücken der 
gesuchten Functionen eine Reihe von Gliedern, welche, ohne sich periodisch 
zu verändern, mit der Zeit stetig abnehmen. Die letzteren, die complexen 
Werthe von X, geben Anlass zum Auftreten periodischer Functionen. 

Zuvörderst ist zu bemerken, dass, wenn wirklich complexe Werthe 
existiren, deren mindestens 4 vorhanden sein müssen oder in einer durch 4 
^heilbaren Anzahl. Denn wenn ein X von der Form 

yX = a-f&« <=r=r 

die Gleichung erfüllt, so genügt ihr nicht minder 

yX = a— St, 
sowie die beiden mit entgegengesetztem Vorzeichen 

yX = —a—bi und yX = — a+bi. 

Ich bin also berechtigt, unter a und S nicht bloss reelle, sondern auch 
positive Grössen zu verstehen. 

Giebt es nun ein X von einer der aufgeführten 4 Formen complexer 
Grössen, so wird sich in den Ausdrücken der gesuchten Functionen ein Glied 
finden, das mit dem Factor 

e r* f = {co32abt±isin2abf)e^^ i 

multiplicirt ist. Ein solches Glied bedeutet, dass regelmässig periodische 
Schwingungen entstehen, deren jede in der Zeit 



2ab 

ausgeführt wird ; die Grösse dieser Schwingungen nimmt mit der Zeit zu oder 
ab, je nachdem a grösser als b, oder b grösser als a ist. 

Ueber diese Frage giebt das erste der Theoreme (57.) Auskunft. 
Existirt ein complexes l, für welches , 

Xy = a + bi 
ist, so muss es auch ein anderes geben, das ich I nenne, welches durch 

\y = a— bi 
bestimmt ist. Bei dieser Wahl sind in der genannten Gleichung die Producte 
AI, §3; §3| SR; 9ii und D X D X positive reelle Grössen; es muss also 

f(X 2 + ?) = 2(a 2 -b 7 ) 
eine negative Grösse sein. Somit ergiebt sich, dass die mit der Schwingungsdauer 

1 "~ 2ab 
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ausgeführten Schwingungen des Pendels und der mitschwingenden Luft nach 
dem Gesetze einer geometrischen Reihe abnehmen, deren logarithmisches 
Decrement ist: 



2 ab 

Durch eine ähnliche Benutzung eines andren Integralsatzes kann man 
über die Grösse der Schwingungszeit T ein Urtheil gewinnen. Es ist ver- 
möge der Differentialgleichungen (16.) und (18.) 

-1-pRtK-VRtRÖ = P-W(k 1 r\+!&+*Lr 1 r 1 ) 9 



dr 
Hieraus folgt für » = 1, wenn wir für den Augenblick 

zur Abkürzung setzen, 

a 

wobei der Reihe nach die Formeln (43.), (44.), (52.), (45.) zur Anwendung 
gebracht worden sind. Setzt man hierin für l und I die obigen Werthe ein, 
so findet man 



Ml 



Umsomehr ist also 



2ab < l/üSL 
^ r m i > 



oder es ist, wenn ich 



= 7l|/- 



Ml 
mg 



setze, 



T. 



Nun aber ist r derjenige Werth, den man für die Schwingungsdauer eines 
Pendels von der Lange / und der Masse M, dessen Gewicht in der Luft mg 
beträgt, durch eine Rechnung findet, in welcher die Bewegung der Luft ver- 
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nachlässigt wird. Die gefundene Beziehung zwischen T und r sagt also aus* 
es werde die Dauer einer Pendels chtcinyung dadurch eergrössert , dass das 
umgebende Medium mit bewegt wird. Dies ist die von Dubuat und Bessel 
beobachtete Thatsache. 

Es ist noch zu untersuchen, wie viele solcher complexen Werthe von 
l existiren, insbesondre ob es mehr als 4 geben kann. Diese Frage ist von 
besondrer Wichtigkeit. Denn gäbe es mehr als 4, also etwa 8 oder 12 
u. s. w., so würden die Grössen a und b, folglich auch die Schwingungszeit 
T und das Decrement « nicht eindeutig, sondern vieldeutig sein. Es würde 
also von dem Anfangszustande, d. h. von der Art und Weise, wie das Pendel 
in Bewegung gesetzt wurde, abhängen, welche Zahl von Schwingungen in 
der Luft es in einer Minute ausführt. 

Da die Gleichung (46.), welche l bestimmt, eine transcendente ist, so 
fehlt es an einem Mittel, ihre Wurzeln anders als durch ein Annäherungs- 
Verfahren aufzufinden. Um zu einem solchen zu gelangen, substituire ich 

l = hi 

und erhalte nach einer kleinen Umgestaltung 

_ 2nr i y*ablK' 
(61 W mW+9) 

+ {(3-A V) (3-AV) + Wob] sin A C6-a)- {3A6(3-AV)- 3Aa(3- AV)j cos A (6-a) ' 

Diese Function lässt sich in eine für jeden endlichen Werth von h 
convergente Reihe von Partialbrüchen entwickeln. Um dies einzusehen, denke 
man sich die trigonometrischen Functionen sinh(b—a) und cosA(/>— a) als un- 
endliche Producte entwickelt. Diese Product- Entwicklung, welche für jedes 
reelle oder imaginäre h von endlichem Werthe convergirt, werde nach dem 
n ten Gliede abgebrochen: so erhält man eine algebraische Function, welche 
sich mit unendlich wachsendem n der transcendenten nähert. Zerfällt man 
dann die algebraische Function in Partialbrüche, so ergiebt sich eine Reihe von 
Partialbrüchen, welche ebenfalls gegen die transcendente Function convergirt. 

Statt der obigen Gleichung (61.) kann ich also schreiben 

Hierin sind ä m A 2 , A3, ... die Wurzeln der transcendenten Gleichung 

lanehCb-ri - 3ftK3-ftV)-3Aa(3-AV:) . 
tangft^o-a) _ ( ß_ h > a ^ ( ß_ h » b ^ +Wab > 

8* 
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dieselben sind sämmtlich reell; denn diese Gleichung ist eine specielle Form 
der Gleichung (61.), folglich auch der Gleichung (46.), welche dieselbe an- 
nimmt, wenn m = gesetzt wird ; geschieht aber dies , so liefert der soeben 
bewiesene Satz 

dass kein reelles a und fr, folglich auch kein complexes k oder A existiren 
kann. Diese somit reellen Grössen h { , A^ A3, . .., welche auch als positive 
aufzufassen sind, haben wir uns ihrer Grösse nach geordnet zu denken. H m 
ist eine positive Constante: 



H 3 (y9 + 3hlb'ThW--^ 9 + 3hla t + hia*y 

n hl 6 5 (9+3Ä;a , +Äia 4 )-a 5 (9+3Ä;6 a +Äi60." 

Die reellen, sowie imaginären A von endlicher Grösse, welche der 
Gleichung (62.) genügen, lassen sich durch Annäherung berechnen, wenn man 
den Umstand benutzt, dass die Grössen A n A^ A3, ... eine Reihe von zunehmen- 
den Gliedern bilden, deren Werth bis ins unendliche wächst. Man breche diese 
Formel zunächst nach dem Gliede mit der Ordnungszahl n ab und löse die 
so entstehende algebraische Gleichung nach Ji auf. Einen so gefundenen 
Werth kann man verbessern, indem man bei nochmaliger Berechnung das 
folgende Glied berücksichtigt. Indem man auf diese Weise fortfährt, erhält 
man den gesuchten Werth bis zu jeder beliebigen Genauigkeit berechnet. Durch 
dieses Verfahren lassen sich alle Wurzeln A von endlichem Werlhe auffinden. 
Zu diesen gehören, weil nach den bewiesenen Ungleichungen a und b kleiner 
als eine gewisse endliche Grösse sind, anch die sämmtlichen complexen 
Wurzeln h oder X. 

Breche ich also die Gleichung (62.) nach dem n tcn Gliede der Ent- 
wicklung ab, so erhalte ich nach Multiplication mit sämmtlichen »+1 Nennern 
eine Gleichung, welche in Bezug auf h 2 vom (#-f l) ten Grade ist, folglich, 
nach A 2 aufgelöst, n+1 Wurzeln liefert. Von diesen sind mindestens n— 1 
reell und positiv. Denn da die Function in (62.) für A = A x + <^ wo d un- 
endlich klein ist, positiv unendlich gross und für A = A x+i — J negativ unend- 
lich gross wird, ohne in dem Intervall h x <C A < A <+1 unstetig zu werden, so 
muss zwischen h x und A x+1 ein Werth A liegen, welcher sie verschwinden 
lässt. Es liegt also zwischen h L und A 2 , fh und A 3 , ... A n _ x und A n mindestens 
je eine positive Wurzel A 2 . Jene algebraische Gleichung besitzt also höchstens 
2 complexe Wurzeln A 2 ; man findet folglich höchstens 4 complexe Wurzeln l. 
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Dies Resultat bleibt richtig für jeden, auch noch so grossen endlichen 
Werth der Zahl n. Jenes Annäherungs-Verfahren liefert also niemals mehr 
als 4 complexe A; da es alle liefern muss, so existiren nicht mehr als höchstens 
4 coraplexe l y welche der Gleichung (46.) genügen. Diese Gleichung besitzt 
somit entweder 4 complexe Wurzeln von der Form 

yl = ±(a±b«) 

oder keine, je nach dem Werthe der in der Gleichung enthaltenen constanten 
Coefficienten. Auf alle Falle sind a und b, und durch diese T und e ein- 
deutig bestimmte Grössen. Die Schwingungsdauer des Pendels und das loga- 
rithmische Decrement seiner Amplituden sind immer dieselben, welches auch 
die anfängliche Ursache seiner Bewegung war. 

Die Regelmässigkeit dieser periodischen, in geometrischer Progression 
abnehmenden Schwingungen des Pendels wird freilich durch Bewegungen ge- 
stört, deren Werth die Glieder mit rein imaginärem l Angeben. Dass diese 
Störungen jedoch nur kurze Zeit nach dem Beginne der Schwingungen an- 
dauern und weit rascher als diese verschwinden, will ich im folgenden Ab- 
schnitt für den interessantesten Specialfall beweisen. 

7. 

■ 

Die abgeleiteten Formeln will ich schliesslich auf einen besonderen 
Fall anwenden und Voraussetzungen einführen, wie sie bei angestellten Ex- 
perimenten meistens erfüllt sein werden. Zunächst will ich den Raum, in 
welchem das Pendel schwingt, so gross annehmen, dass seine Wände keinen 
merklichen Einfluss auf die Schwingungen ausüben; ich werde also die Con- 
stante b = oo setzen. Sodann setze ich voraus, dass die Schwingungen durch 
eine anfängliche Ablenkung des Pendels aus seiner Gleichgewichtslage her- 
vorgerufen, nicht aber aus einer mitgetheilten ursprünglichen Geschwindigkeit 
des Pendels oder der dasselbe umgebenden Luft entstanden seien; ich nehme 
also in den Formeln (48.) die Grösse c = und die Function V = an. 
Unter diesen Voraussetzungen will ich die Rechnung soweit durchführen, dass 
sie untfritlelbar mit den Resultaten der Beobachtungen verglichen werden kann. 

Durch die Annahme ?P=0 verschwinden aus den Formeln alle die 
Glieder, in denen n^>\ ist; es bleiben nur diejenigen, in denen n — \ ist. 
Diese letzteren enthalten theils imaginäre, theils complexe Parameter k; für 
beide Arten ergeben sich wesentlich verschiedene Formeln. 
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i=Ai erhält man ans der Formel (58.), wenn man 
b durch die Gleichung (46.) thnnlichst eliminirt: 

_ 2 mg G 



D = ^ 



b Ih UM F*+G**> 
worin rar Abkürzung 

F = m(kY+ 1 ± r )-27ir ] a@-h- > a>), 

G = 6ni? Aa* 
gesetzt worden ist. Das hierin vorkommende h genagt nach (61.) der Gleichung 

tangA(A-a) = y 

Genügt dieser Gleichung ein gewisses h, so wird das unendlich wenig grössere 

h+dh = 4+t-^ 

b — a 

sie ebenfalls bis auf verschwindend kleine Grössen erfüllen; h ist also eine 
stetig wachsende Grösse, deren Differential 

6 — a b 

ist« Die Grenzen, in denen sich diese Grösse verändert, sind, da die von 
negativen ' Werthen abhängenden Terme mit den durch die gleichen positiven 
Werlhe bestimmten zusammenfallen. und ^c. Hiernach wird 

D = — — i— G 



n / - k F*+G* 

Von den 4 complex- imaginären /.«sind, falls sie existiren, aus dem 
sooben angeführten Grunde, im Endresultate nur 2 zu berücksichtigen, etwa 

yi = a±hi y 
wo a und b positiv sind. Die Gleichung (46.) verwandelt sich unter dieser 
Bodingung in die . algebraische Gleichung vierten Grades 

= ÄI (iy + A^ r ) + 2.ii;a(3+3ia+i 2 ^) 
oder 

worin bedeutet 

Znv r bwitat dioso Gleichung 4 Wurzeln l; doch befinden sich unter ihnen, 
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die ich A M A?, A 3 , A 4 nennen will, nur 2, welche der geforderten Bedingung, 
dass a positiv sei, Genüge leisten; dieses, sowie auch, dass die 2 Wurzeln 
von der Beschaffenheit 

yX Y = a + hi, yl 2 = a — Bt 

unter allen Umständen existiren, lässt sich aus den Vorzeichen der Glieder 
der Gleichung (63.) leicht erkennen. Die beiden andern, zunächst nicht in 
Betracht kommenden Wurzeln sind entweder von der Form 

oder sie sind beide reell und negativ. 

Für jene beiden complexen Parameter yk = a±bi findet man aus der 
Formel (58.) unter Rücksicht auf (33.) und (63.) 

Durch Benutzung dieses und des für rein imaginäre l gefundenen 
Werthes von D erhält man als vollständigen Ausdruck für die Ablenkung 
der Kugel aus ihrer Gleichgewichtslage zur Zeit t 

(64.) S = {Kcos2aht-L8m2abt}e^^ t -^m^A/^^ ° gt «-»V«, 
worin zur Abkürzung 

u+Li = i asA 

-" mg + ffi i?o/(a*- b 9 ±2abt)(2 + (a±M)«y" 1 ) 
gesetzt worden ist. 

Das Integral in der Gleichung (64.) steht in einer einfachen Beziehung 
zu dein ersten Gliede, welche man erkennt, wenn man die algebraische 
Function im Integral in Partialbrüche zerfällt. Setzt man nämlich den Nenner 

p+GP = 0, 

so erhält man damit eine Gleichung vierten Grades in Bezug auf A 2 , deren 
Wurzeln bis auf das negative Vorzeichen den Quadraten der Wurzeln i M Aj, 
A 3 , Ä 4 der Gleichung (63.) gleich sind. Man erhält also durch Zerfallung in 
Partialbrücbe das Integral in 4 Integrale von der Form 

dh 







+ A* 



,-Ay< 



zerlegt, worin l einen jener 4 Werthe besitzt. Man vereinfacht diese In- 
tegrale, indem man sie durch die Lehrsätze 
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d(p cos htp.e'^ = jli , a» ? (y* = ä±W), 



+ 



dcpcoskp.e 1 * = , , -r, (A = A 3 oder A 4 ) 

' 

in Doppelintegrale verwandelt, sie nach Vertauschung der Integrationsordnung 
einmal integrirt und endlich eine geringfügige Veränderung der Integrations- 
Variabeln einfährt. 

Bei der Angabe des Resultats dieser Rechnung mache ich die Annahme, 
dass die Reibungsconstante 77 des Mediums einen geringen Werth besitze. 
Unter dieser Voraussetzung sind auch A3 und A 4 complexe Grössen. So er- 
halte ich schliesslich für die Ablenkung der Kugel den Ausdruck 

lg = e«* [RifT™ cos 2 ab t - C(ab ()) }+K l e** t C (a t b, t) 
I - L e ati (er w sin 2ab t + S {ab t)) + L t e a * ' S (a, b, f), 
worin zur Abkürzung 

C(abt) = ^f*d(fe-* 3 cos2b((p ] / t-al\ 

S(abt) = ^y tCC d(pe^ i sin2b((pyt-at) 

und analog einer früheren Formel 

K g ±L g i = mgA 



m^+^i 7 a/(a;-b:±2a 1 b l t)(2~(a I ±b 1 t)ay-0 
gesetzt worden ist. 

Es ist nun leicht einzusehen, dass sich Oi von a, und b x von b nur 
um Grössen von der Ordnung der kleinen Grösse tj unterscheiden; denn man 
hat aus der Gleichung (63.) unter Vernachlässigung von 17 



a==b = ai = Bi= , } /,Ä)i. 



Es kann sich also K t von K und L L von L auch nur um Grössen von der 
Ordnung rj unterscheiden. Daraus folgt, dass in der Formel (65.) die Summe 
der Glieder, welche Inlegralfunclionen enthalten, verglichen mit den trigono- 
metrischen Functionen, kleine Grössen von der Ordnung der Reibungscon- 
stanten sind. 

Dazu kommt ein zweiter Grund. Jene Glieder sind gegen die tri- 
gonometrischen verschwindend klein, wenn angenommen wird, dass seit dem 
Beginne der Schwingungen eine erheblich lange Zeit t verflossen sei. Denn 
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es ist sowohl C(dbt) als auch S(abt) kleiner als das Integral 

welches für massig grosse Werlhe von a 2 t gegen die Exponentialfunction 
e~ ö ^ folglich auch e~ hH verschwindend klein wird. 

Aus beiden Gründen ist es für den Zweck der Anwendung auf die 
Beobachtung gestaltet, in der Formel (65.) jene kleinen Glieder zu vernach- 
lässigen und zu setzen 

S = {Kcos2abt-Lsm2abt}e-v-* )f , 
falls die Bewegung hinreichend lange angedauert hat. Dann also bewegt sich 
das Pendel periodisch; seine Schwingungszeit beträgt 



(66.) T = 



n 



2 ab 

Die Amplituden nehmen nach dem Gesetze einer geometrischen Reihe ab, deren 
logarithmisches Decrement 

(67.) £ = ( b'-a')r = b -J=f'tt 

in natürlichen Logarithmen beträgt. 

Die Werthe dieser beiden Grössen T und * sind aus der Gleichung 
(63.) zu berechnen. Man hat in derselben zu setzen 

also 



a - 2T , v - 2T 
Dadurch findet man zur Bestimmung von T und e 



wenn zur Abkürzung 



(Jf+i(*+i)Jf)« = |-*i*', 



k - 1 I 9 1 ^+**+' 

1 4va \' n va'^ 



n 



(68.) • = ^ 
gesetzt wird. 
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Unbedenklich darf man in diesen Formeln e 2 und Grössen gleicher 
Ordnung, wie z. B. k v e y gegen n 2 vernachlässigen. Dann erhält man 

r^ _ (M+kM')i 

n* mg ' 



(69.) 



worin 



— i«k,M' 



* = * + 



(70.) 



4va 






zu setzen sind. Die erste Formel (69.) unterscheidet sich von der von Bessel*) 
aufgestellten der Form nach nicht, wohl aber darin, dass k nicht conslant, 
sondern von der Schwingungsdauer abhängig ist. Den Werth dieses Coef- 
ficienten k hat bereits Stokes **) ebenso gefunden, wie ihn die erste Formel 
(70.) angiebt. 

Die zweite Formel (69.), welche das logarithmische Decrement an- 
giebt, stimmt nicht mit der von Stokes***) aufgestellten fiberein. Indess will 

ich nicht unterlassen, zu erwähnen, dass die Formel 

$nWM' 



B = 



M+kM" 
in welcher 

4va^ va £ n,' 
gesetzt ist, mit derselben Genauigkeit richtig ist, wie jene, und dass diese 
Formel mit der Stokesschen zusammenfällt, wenn in k noch e gegen n ver- 
nachlässigt wird. 

Um von diesen Schlussformeln der Theorie diejenigen, welche die 
Schwingungsdauer bestimmen, experimentell zu prüfen, bedarf es nicht der An- 
stellung neuer Beobachtungen, da Bessels unübertreffliche Messungen vorliegen. 

In seiner ersten Abhandlung f) sieht allerdings Bessel den Coefficienten 
k als unabhängig von der Schwingungsdauer an. Doch erkannte er später ff), 
dass der Werth desselben für ein kürzeres Pendel, also von kleinerer Schwin- 



*) Abh. d. Berl. Akad. 1826. Unters, ü. d. Länge des Secundenpendels. S. 36. 
**) Cambridge phil. Transactions. Vol. 9 Part 2. pag. [32.] Formel (52.). 
***) Ebendaselbst. Formel (53.). 

f) Abh. d. Berl. Akad. 1826. Unters, ü. d. Länge des Secundenpendels. 
tt) Vers. üb. die Kraft der Erde. Abh. d. Berl. Akad. 1830. 
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gungszeit, geringer ausfällt. Er berechnete aas seinen Königsberger Beob- 
achtungen für das kürzere Pendel, dessen Schwingungsdauer 1,001 Secunden 
betrug, *=0,75487, für das längere, dessen Schwingungszeit 1,721 Secunden 
war, & = 0,9519*). 

Ich berechne denWerlh derselben Grössen aus den vorstehenden Formeln. 
Dazu habe ich den Radius der Pendelkugel a = 12,06 pariser Linien, d.h. 
gleich dem Mitlelwerthe der Halbmesser beider Kugeln zu setzen**). Von den 
bis jetzt ausgeführten directen Bestimmungen des Reibungscoefficienten der Luft 
ist die von Maxwell***) angestellte vermuthlich die genaueste. Ich nehme 
nach seinen Messungen r\ = 0,000200 = 0,1 68. q an. Diese Zahlen enthalten 
als Einheiten das Quadratcentimeter , die Dichtigkeit des Wassers und die 
Zeitsecunde. Aus diesen Daten habe ich für das kurze Pendel k = 0,770 
und für das lange k = 0,854 berechnet. Die Uebereinstimmung zwischen 
dieser Rechnung und der Beobachtung B esseis ist für das kurze Pendel sehr 
befriedigend. Die Abweichung, welche sich für das lange Pendel zeigt, findet 
ohne Zweifel darin, dass der Einfluss der Luft auf den Pendelfaden in der 
Rechnung nicht berücksichtigt worden ist, ihre natürliche Erklärung. 

Andrerseits fehlte es bisher an geeigneten Beobachtungen zur Prüfung- 
des Gesetzes, nach welchem die Amplituden des schwingenden Pendels in 
Folge der Luftreibung abnehmen. Ich habe daher zu diesem Zwecke Beob- 
achtungen angestellt, und zwar benutzte ich in der Absicht, möglichst kleine 
Schwingungsbogen mit grosser Genauigkeit messen zu köunen, drei Pendel 
von ausserordentlicher Länge. Um die Abnahme möglichst stark und dadurch 
genauer messbar zu machen, bediente ich mich einer grossen Kugel aus leichter 
Masse, aus Holz. 

Mit diesem Apparate fand ich eine einfache Regelmässigkeit, zwar nicht 
das Gesetz einer geometrischen Reihe, jedoch ein solches, dass es sich mit 
abnehmenden Bogen dem einer geometrischen Reihe mehr und mehr nähert. 
Die vorstehende Theorie, welche unendlich kleine Amplituden voraussetzt, 
bedarf also für endliche Amplituden einer Verbesserung. 

Das Gesetz, dem meine Beobachtungen genügen, ist in der Formel 



,o e(^ npfl) = ■•» 



*) Ebendaselbst S. 95. 

**) Unters. S. 130 u. 141. 

***) Philos. Transactions for 1866. 
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welche ich einer Abhandlang von Gronau*) entnommen habe, enthalten. 
Hierin ist der anfangliche Schwingungbogen, cp die Grösse desselben Bogens 
nach n Schwingungen, <? und « Constante; letztere fällt für unendlich kleine 
Werthe von und <p mit dem logarithmischen Decrement zusammen. Bei 
der Berechnung meiner Beobachtungen verfuhr ich daher der Art, dass ich 
s nach der obigen Formel für das logarithmische Decrement theoretisch be- 
rechnete und dann die Reihen meiner Beobachtungen benutzte, d zu bestimmen. 
Auf diese Weise fand ich das theoretisch noch nicht bewiesene Gesetz, dass 
die Constante d der Schwingungszeit proportional ist. Näheres werde ich 
nächstens in Poggendorffs Annalen mittheilen. 



*) Ueber die Bewegung schwingender Körper im widerstehenden Mittel. (Pro- 
gramm.) Danzig 1850. 

Breslau im October 1870. 



69 



Ueber einfache singulare Punkte linearer 

Differentialgleichungen. 

(Von Herrn L. Pochhammer.) 



An einer linearen Differentialgleichung, bei welcher der Coefßcient der 
höchsten Ableitung gleich Eins gemacht ist, werden, nach Herrn Weierstrass, 
diejenigen Werthe der unabhängigen Veränderlichen, für welche einer oder 
mehrere der Coefßcienten unendlich sind, als singulare Werthe oder Punkte 
bezeichnet. Für die Umgebungen aller nicht singulären Punkte sind dann 
die Reihenentwicklungen der Integralfunction bekannt, da man stets eine ein- 
deutige convergente Reihe mit n willkürlichen Constanten als Lösung der Dif- 
ferentialgleichung erhält. Dagegen ist es bisher nur in sehr wenigen Fällen 
möglich gewesen, das Verhalten der Function bei den singulären Punkten 
festzustellen. Es ist mehrfach der umgekehrte Weg eingeschlagen worden, 
aus gewissen Anforderungen, welche man an die Integralfunction stellte, die 
Differentialgleichung derselben zu gewinnen ; indessen die wichtigere Aufgabe 
bleibt doch immer, aus einer gegebenen Differentialgleichung die Eigenschaften 
der Integralfunction zu bestimmen, was zunächst die Auffindung der Reihen- 
entwicklungen für die^Umgebungen der singulären Punkte erfordert. 

Es soll im Folgenden ein besonders einfacher Fall, welcher ohne 
Weiteres in den Vordergrund tritt, behandelt werden, nämlich der, wo die 
Coefßcienten nur wie eine erste negative Potenz unendlich werden. Wenn 
man einer Differentialgleichung die Form geben kann 

wo Ei (#), E 2 {x), . . . E n (x) Functionen, die in der Umgebung von a eindeutig 
und stetig sind, bedeuten: so soll, der Abkürzung halber, der Werth a ein 
einfacher singulär er Werth oder Punkt heissen. Hat z.B. eine lineare Differential- 
gleichung ganze rationale Coefßcienten, so sind alle einfachen Wurzeln des Coef- 
ßcienten der höchsten Ableitung einfache singulare Werthe der Differentialglei- 
chung. Der Werth E x {a) wird die zugehörige Zahl des einfachen singulären 
Punktes a genannt. Man bezeichnet hier E L (a) kurz durch b. 

Für die obige Differentialgleichung gilt dann in Bezug auf die Um- 
gebung des einfachen singulären Punktes a der folgende Satz: 
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m 

1) Es existirt stets eine coneergente, n — \ willkürliche Constanten enthal- 
tende Reihe 

y = c ii +c l (x-a) + c 2 (x—a) 2 + — , 

welche der Differentialgleichung genügt. Ist die zugehörige Zahl b weder 
gleich einer positiven ganzen Zahl noch gleich Null, so nehmen die /*— 1 
ersten Coefficienten c , c x , ... c n _ 2 beliebige Werthe an. Ist aber b 
eine positive ganze Zahl oder Null, so bleibt der b+n ie Coefficient, 
c 6+n _,, willkürlich, und es sind in Folge dessen unter den b+n—1 
ersten Coefficienten nur n — 2 willkürliche Constanten vorhanden. 

2) Das n i0 partikuläre Integral wird, ausser wenn b ganzzahlig ist, durch 

das Product 

(x-a) b + n ~ l \C l) +C 1 (x-a) + C 2 (x-a) 7 +-\ 

dargestellt, in welchem die Reihe corwergent, und C„ von Null verschieden 
ist. Ist jedoch b eine positive oder negative ganze Zahl, die Null ein- 
begriffen, so enthält das « te Integral im Allgemeinen logarithmische 
Glieder;, in speciellen Fällen können letztere fortfallen. 
Die beiden Theile des Satzes sollen in den folgenden zwei Abschnitten nach- 
einander behandelt werden. 

I. 

Um den ersten Theil des behaupteten Satzes zp beweisen, setzt man 
in die gegebene Differentialgleichung 

für y die Reihe 

(2.) y = c i) +c 1 (x-a)+c 2 (x-df+~- 

ein, und entwickelt die Gleichungen für die Coefficienten c. Man hat dann zu 
zeigen, 1) dass»— 1 der Coefficienten c willkürlich bleiben, 2) dass alle übrigen 
in eindeutiger Weise als Functionen dieser n — \ bestimmt sind, 3) dass die 
Reihe convergent ist. 

Für die Ableitungen von y ergeben sich die Ausdrücke: 

in welchen die eingeklammerten, mit einem Index versehenen Constanten Bi- 
nomialcoefficienten bedeuten. Nachdem man auch für die Functionen £»(#) die 
nach der Voraussetzung convergenten Entwicklungen 

E i (anE l i {a)^+E' i '{a)^f- + - 
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eingesetzt hat, sind in der Gleichung (1.) die Factoren der einzelnen Po- 
tenzen von x—a gleich Null zu setzen. 

Es ist für die Differentialgleichung (1.) charakteristisch, dass in den 
so erhaltenen Gleichungen dasjenige c, welches den höchsten Index hat, stets 
nur durch die beiden ersten Summanden 

(»—)■& und £ <(*)£^ 

geliefert wird; in Folge dessen hat das c mit höchstem Index einen aus- 
schliesslich aus ganzen Zahlen und dem Werthe b zusammengesetzten Factor. 
Man gewinnt für die Grössen c das folgende Gleichungssystem: 

~(n— 1 )._!(»— 1 ) ! 6 c^, = (n-2) n _ 2 (n-2)\E 2 (a) c n _ 2 +...+(l) l E H _ l (a)c l +E n (a)c ü , 

+ 1(»-2)*-2 (»-2) ! ^ + 0-2) n _ 3 (n-3) ! E z («)} c„_ 2+ . . . + ^ * , 
(»+1)^i(ii-1)!(2-6)c. + ^^ 

4- + E:Ca) ß 

+ - + 1 y^, 

(»+m— l)^! (*-l) ! (m-fyc^-t 

= j(n+m-2)_ 1 (»-1 )! ^+(*+ro--2) J ,_ 2 (*-2) ! JS 2 (a) j c„.,_ 2 + . . • +^^ 4, , 

etc. 

Die erste Gleichung giebt c n _ x als lineare Function der n — \ Grössen <\,, 
Cm ••• 0n-2> ausgenommen den Fall, wo b gleich Null ist. Die zweite 
Gleichung bestimmt c n9 ausser wenn b gleich 1, die dritte c n+1 , ausser wenn 
b gleich 2 ist. Allgemein ergiebt sich c N+m . 1 als lineare Function der c mit 
niederem Index, wenn nicht b — m ist. 

Hieraus folgt, dass wenn b nicht eine positive ganze Zahl oder Null 
ist, die w — 1 Grössen Co, c n ... c„_ 2 willkürliche Werthe annehmen, dass 
aber sämmtliche übrigen Coefficienten c„_i, c n > c n+I etc. in eindeutiger Weise 
durch Cu, c x , ... c„_ 2 ausgedrückt sind. Ist b eine positive ganze Zahl oder 
Null, so ist der Coefficient c 6+n _, nicht durch die Coefficienten mit niederem 
Index ausdrückbar. 
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Z-m rie Ita^Ksns <fer Reibe i2.) darzuthun, setzt man zunächst 
lrius. fle=- «*" -^«d* ^ ltf ^ inMl * negativ sei. Der Beweis der Convergenz 
inanriT um **"* CtMtcbf m so wie von den Herren Briot, Bouquet *) und 
**' ug«*r«aifirim Verfahren, dadurch geliefert, dass die Reihe für y 
nii ftner iincR-neeen Reibe Terglicben wird, welche weniger stark conver- 
rrr um .aarer jmscra Glieder hat. Das Auftreten eines von b abhängigen 
^taner« ecwniert hier je wisse Modificationen der Methode. 

b ies Bestimmungsgleichungen der Grössen c findet sich J3,(a) oder 
9 stec* rar mf der linken Seite, während alle übrigen Functionalwerthe 
l > j * . . . fc\ * * E x \m\ ^H* 1 )? • • • E' n {a\ E' % {a) e *c. ausschliesslich auf der 
recbieflt Seite vorkommen; hieraus folgt« dass aus letzteren der Zähler, aus 
£ a^Wi der Nenner der Coefficienten c gebildet wird. Um die Reihe (2.) 
tut einer Reibe« deren Glieder absolut grösser sind, zu vergleichen, vergrössert 
«u* die Zähler der Coefficienten, während man die Nenner verkleinert oder 
unverändert lasst. 

Es sei b--—p + qi, wo p positiv: dann ist der Factor von c. +- _, in 
derjenigen Gleichung, welche diesen Coefficienten bestimmt, gleich 

(/p-fw— l)_i(n— 1 '!»«• -rp — qf\. 

Der Modul dos letzteren Ausdrucks verkleinert sich, wenn der imaginäre Theil 
gana fortgelassen, also fr durch —p ersetzt wird. Ist 6 reell, so bleibt der 
erwähnte Factor unverändert. 

Wenn man sodann in den Gleichungen an Stelle von 4,, c x , ... c m _ 2 
reelle positive Wert he A^ k i% . . . *„_•. welche grösser als die Moduln von 
i\i» r t , . ♦. c m . i sind* einführt« und alle Ausdrücke Ei\ß\ E^a), E'-ia) etc., 
mit Ausnahme von K k \ß\ durch reelle positive Werthe ersetzt, die grösser als 
dlo Moduln der bisherigen Werthe sind: so werden die neuen Coefficienten, 
welche k m i% k m% k m¥l etc. heissen mögen, sämmtlich reell, positiv und grösser 
nln die Moduln der Coefficienten «v^r^e.^ etc. sein. Denn in allen Fällen ist 
der Zähler vergrössert % der Nenner verkleinert oder unverändert gelassen 
worden, und es kommen* da auch p als positiv vorausgesetzt ist, nur reelle positive 
(Jröwen vor Kann man folglich beweisen, dass eine derartig gebildete Reihe 

euiivorgent i*U so yill dies um so mehr von der Reihe (2.). 

M J\mu», do IKoolo polvt, call. 3t>. 
■*l Ute»*** Journal IUI. tW. 
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Um nun die -Grössen E 4 (a), E\(a), E'l(a) etc. durch reelle positive 

Ausdrücke, welche grösser als ihre Moduln sind, zu ersetzen, wendet man 

den bekannten Satz an, dass für das ganze Gebiet des um einen Punkt a mit 

einem Radius r beschriebenen Kreises und für ein beliebiges v die Ungleich- 
heit besteht 



dx v . x—a I 



modE^a), 



wenn M i dem grössten Werthe des Moduls von E t (x) auf jener Kreisfläche 
gleich ist oder ihn übertrifft*). Man denke sich demnach für eine Variable 
u eine der Gleichung (1.) analoge Differentialgleichung gebildet, in welcher 

M- 

die Functionen E^x), für t = 2, 3, ... n, durch die Quotienten — * 



. x—a 
l 



ersetzt sind. 

An Stelle von E L (x) hat man eine Function zu wählen, deren Ablei- 
tungen für x—a zwar grösser als E[(a), E'l(a) etc. sind, die aber selbst für 
x — a den Werth —p annimmt. Eine solche Function ist der Ausdruck 



. x — a 



M k -p, 



in welchem M k wieder die oben angefahrte Bedeutung hat. 

Man gewinnt somit den Schluss, dass, wenn die Differentialgleichung 



dx* { . x—a r \dx'- 1 ' . x—a dx"- 2 



r 

+ i _x^ä**->+''-+ i _*-aäx + ^*EI tt 
r r r 



• • • 



eine convergente Reihe 

(4.) u = * + k k (x-a) + - ••+*._! (x-a)*- l +k n (x-a) n + 

mit n-\ willkürlichen Constanten zum Integral hat, die Reihe (2.) jedenfalls 
auch convergent ist. Es bleibt folglich nur übrig, die Convergenz der Reihe 
(4.) zu beweisen. 

Man multiplicire die Gleichung (3.) mit 1 , wodurch sämmtliche 



*) Cfr. Briot et Bouquet, Fonct. doubl, p^riod., Seite 44. 
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Coefficienten derselben mit Ausnahme der beiden ersten constant werden, und 
führe statt x die Variable z ein, indem man setzt 

= a, dx = rdz. 

r ' 

Auf diese Weise nimmt die Gleichung (3.), wenn man M L +p kurz durch M[ 
bezeichnet, die Gestalt an: 

/ 2\d n ü / i Tut \ d *~ lM . mr d n ~-u 

Die Reihe (4.) geht, indem k y = -£ genommen wird, ober in: 

(6.) u = K i) +K l s+'... + K n _ l s*- i +K n a*+- . 

Setzt man die Reihe (6.) in die Differentialgleichung (5.) ein, so lautet 
die erste der für die Constanten K sich ergebenden Gleichungen: 

= ■ (»-2)^(»-2)!ir a rff 
und allgemein erhält man: 

(7.) = \(n+m-\) n n\ + (n+m-\) n _ i {n-\)\M[+ 

(+(»+ro-2)^(»-3) !tf 3 r^ ... + M n f^ l K m ^. 

Aus der Gleichung (7.) ist der Grenzwerth des Quotienten aus K n + m und 
Ä^+m-i für m = oc zu berechnen. Alan dividirt die Gleichung durch K n+m _ t 
und hat zunächst zu beweisen, dass die Quotienten 

■ftn-f-m— 2 A».fm— 3 Km+l 

für «i = oo endlich bleiben. Da alle vorkommenden Grössen reell und positiv 
sind, kann man die Gleichung (7.) schreiben: 

oder 

wo durch P und f reelle positive Grössen bezeichnet werden. Es ist aber: 

(n+m)(m+p+l) "" m•4-(p-^-f^-|-l)m-|-flp+ft , 
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nimmt man also Ml>np+n, was durchaus erlaubt ist, da Ml hinsichtlich 
seiner Grösse nicht beschränkt wurde, so ist der letztere Quotient grösser als 
1, und es folgt für ein beliebiges m 

Da somit die Grössen K mit wachsendem Index grösser werden, so sind alle 
Quotienten 

K H + m — 2 fln+m— 3 Km+l 

kleiner als Eins. 

Zur Bestimmung des Grenzwerthes von u " +m erhält man aus (7.): 

K n+m _ (m+i)w-K>+W+Jtf t r (»+m-2)._ 3 (n-3)!J»f,r* *„+_, 



(n+m-3) H -*(n-4y.MS ff. +m _, JW.r"-' K m+l 



(fi+m),,_i(n-l)!(m+p+l) K m+m -x (n+mX-^n-iy^m+p+l) Ä* +m _i 

Mit zunehmendem ro nähert sich der erste Quotient auf der rechten Seite der 
Grenze 1, alle übrigen der Grenze 0; es ergiebt sich demnach: 

lim(^±ü^) = 1. 

In der Reihe (6.) ist der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder für 
einen unendlich wachsenden Index gleich 

Der Modul von z oder ~7 ist aber in der Umgebung des Punktes a kleiner 

als Eins; denn der Werth r ist nur der Einschränkung unterworfen, dass der- 
selbe kleiner sein muss, als der Abstand des Punktes a von dem näcbstge- 
legenen singulären Punkte. Folglich ist, nach bekannter Regel, die durch 
die Gleichung (4.) oder (6.) angegebene Reihenentwicklung der Function u 
für das ganze Gebiet des Punktes a convergent, wodurch gleichzeitig die 
Convergenz der Reihe (2.) bewiesen ist, für den Fall dass der reelle Theil 
von b negativ ist. 

Der Fall, wo der reelle Theil von b positiv oder Null ist, wird auf 
den, wo derselbe negativ ist, mittelst successiver Differentiationen der gegebenen 
Differentialgleichung zurückgeführt. Die Gleichung (1.), einmal differentiirt, 
giebt: 

10* 
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und nach * Differentiationen 

wo H 2 (x\ ... H n + n (x) gleich Summen der Functionen J3(sr) und ihrer Ab- 
leitungen, und folglich ebenfalls eindeutig und stetig in der Umgebung von a 
sind. Der Punkt a ist wieder ein einfacher singulärer Punkt der Differen- 
tialgleichung, aber die zugehörige Zahl ist um eine ganze Zahl verkleinert worden. 
Es möge durch s diejenige ganze Zahl bezeichnet werden, welche man von b 
subtrahiren muss, um den reellen Theil dieser Grösse negativ zu machen. 

Denkt man sich dann eine Function r\ durch die letzterhaltene Dif- 
ferentialgleichung K-f* ter Ordnung definirt 

(8.) (x-a)^r = (E^^^^+H^l^+^+H^x)^ 

so folgt aus dem' Vorhergehenden , * dass der Gleichling (8.) durch eine con- 
vergente Reihe 

(9.) n = ;v^(tf-ö)+---+^-2^^^ 

genfigt wird, in welcher die n+s—1 ersten Coefficienten , y , y M ... y„+,_2> 
willkürliche Constanten sind. 

Die Reihe (9.) geht für gewisse Werthe der n + s—1 willkürlichen 
Constanten in ein Integral der Differentialgleichung (1.) über. Damit die Reibe 
(9.) der Gleichung (1.) genüge, müssen zwischen den Grössen y„,y n ... JVm-2 
dieselben s Relationen bestehen, welche für die n+s—1 ersten Coefficienten 
c der Reihe (2.) gefunden wurden, nämlich: 

(10.) ( (n+s-2)^ (n— 1) !(*-6-l)y n+ ,_ 2 = 

Diese s Gleichungen zwischen y , ... / n+i _ 2 sind aber immer hinreichend, 
um sämmtliche Grössen y völlig identisch mit den Grössen c, und daher die 
Reihe (9.) zu einem Integral der Gleichung (1.) zu machen. 

Es wurde bewiesen, dass für ein im reellen Theile negatives b die 
Reihe (2.) convergent, die n—\ ersten Coefficienten willkürlich, alle übrigen 
Coefficienten aber in eindeutiger Weise durch diese bestimmt seien. Da es 
demnach nicht zwei verschiedene convergente Reihenentwicklungen von der 
angeführten Form gebeü kann, die der Differentialgleichung (1.) genügen, und 
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deren n—\ erste Coefficienten willkürliche Constanten sind: so moss für den 
Fall, dass der reelle Theil von 6 negativ ist, das Gleichungssystem der 
Grössen y durch die Gleichungen (10.) identisch mit dem Gleichungssystem 
der Grössen c werden. In Bezug auf die Frage der Identität ist aber der 
Umstand, ob der reelle Theil von 6 positiv oder negativ ist, völlig unerheb- 
lich; es muss daher in allen Fällen die Reihe (9.) durch die s Gleichungen 
(10.) in die Reihe (2.) fibergehen. Weil nun die Reihe (9.) für ganz be- 
liebige Werthe von y , y,, . . . y» +Ä -2 9 also auch für die durch die Gleichungen 
(10.) bestimmten, convergent ist : so ist hierdurch der Beweis geliefert, dass die 
Reihe (2.) auch für den Fall, dass der reelle Theil von b positiv ist, convergirt. 

Aus der Convergenz der Reihe und den Gleichungen (10.) folgt, dass, 
sobald b nicht eine positive ganze Zahl oder Null ist, die Function y und 
die n — 2 ersten Ableitungen derselben für x = a beliebigen Werlhen gleich- 
gemacht werden können. Ist dagegen b gleich einer positiven ganzen Zahl 
oder gleich Null, so ist, wie aus dem Früheren hervorgeht, der 6+w te Coef- 
ficient, c 6+n _!, willkürlich. Es bleiben alsdann noch n — 2 unter den 6+»— 1 
ersten Coefficienten beliebig. Zwischen Co, c n ... c 6+Ä _ 2 bestehen erstens 
die b Gleichungen, welche mit den Gleichungen (10.) für 8 = b gleichlautend 
sind; und zweitens werden diese Grössen durch diejenige Gleichung (s= 6+1) 
beschränkt, welche sonst c 6 +»-i bestimmt, deren linke Seite aber hier gleich 
Null ist. Indem also die b+n — 1 Grössen durch 6 + 1 lineare Gleichungen 
verbunden sind, bleiben n — 2 derselben unbeschränkt, während die übrigen 
sich als eindeutige lineare Functionen jener n—2 ergeben. 

Es darf jedoch in diesem Falle nicht mehr behauptet werden, dass die 
n—2 ersten Coefficienten der Reihe (2.) beliebigen Werthen gleichgemacht 
werden können. Im Gegentheil findet man unmittelbar gewisse Specialfälle, 
in denen c gleich Null sein muss, z. B. : 

6 = 0, E 2 (a) = E 3 (a) = -=E n _ l (a)=0. 
Ob man für ein ganzzahliges, positives 6 und für 6 = die Coefficienten 
Co, c x , ... c tt _3 zu willkürlichen Constanten nehmen kann, oder ob andere 
der b+n—1 ersten Coefficienten beliebig bleiben müssen, hängt davon ab, ob 
bei Auflösung der 6+1 Gleichungen in Bezug auf c„_ 2 , c^, ... c 6+ll _ 2 die 
Nenner der für letztere sich ergebenden Ausdrücke sämmtlich von Null ver- 
schieden sind, oder nicht. 

Man bemerke, dass, wenn jene n—2 willkürlichen Werthe gleich Null 
genommen werden, die 6+»— 1 ersten Coefficienten c„, c n ... c 6+n _ 2 sämmt- 
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lieh verschwinden, so dass man eine mit der Potenz (x— a) 6+n_1 beginnende 
Reihenentwicklung für y erhält. 

IL 

Der zweite Theil des Satzes sagt aus, dass, wenn b nicht ganzzahlig 
ist, das n te Integral durch ein Product 

(11.) y = (a:-ö)^- 1 JC ü +C 1 (^a) + C 2 (o ; --a) 2 +...|, 

in welchem die Reihe convergent, und C (} von Null verschieden ist, gebildet 
wird. Auf die Existenz eines derartigen ' Integrals wird man sogleich hinge- 
wiesen, wenn man in die Gleichung (1.) für y die Reihe 

y = C ü (x-a) ö +C 1 (aJ-a) ö+, + C(x-a) ff+2 +.-. 
einsetzt. Dann ergiebt sich für die Grössen C das Gleichungssystem: 

|(^»!-(a) <l _ 1 ( W -l)!6|a J = 0, 

\{a+l) H n\ ^ (0+1)^^1)16] C, 

= \(a) u ^ (»-!) ! E[(a)+(oU2(n-2) ! E 2 (a)| C y , 



(12.) 



\(ö+m) n n\--(ö+m) n _ l {n--l)lb\ C m 

etc. 

Die erste der Gleichungen (12.) giebt an, welche Potenzen das Anfangsglied 
der Entwicklung von y bilden können. Damit C von Null verschieden sei, 
muss a der Gleichung genügen: 

(13.) (o) n n\-(o) H _ k (n-l)\b = a(a-l)(a-2)...(a-»+2)(a-6-ji+l) = 0. 

Die «—1 Wurzeln o = 0, a = l, o==2, ... o = n— 2 betreffen die im ersten 

Abschnitt behandelten Integrale; denn wegen der Willkürlichkeit der n—\ 

ersten Constanten kann man die Reihe (2.) auch mit jeder der Potenzen 

x— a, (x—a)\ . . . (#— a) n ~ 2 beginnen lassen. Die n ie Wurzel der Gleichung 

(13.) giebt den Werth 

o = b+n— 1, 

welcher hier in Betracht kommt. 

Setzt man in (12.) den Werth b+n— 1 für o ein, so wird der Factor 

von C m in derjenigen Gleichung, welche C m zuerst enthalt und in Folge dessen 

bestimmt, gleich dem Ausdruck 

ro(6+ro+l) (b+m+2) (b+m+3) . . . (6+m+a-l). 

Dieser Factor kann nur gleich Null werden, wenn b eine negative ganze 
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Zahl ist. Durch das Gleichungssystem (12.) werden somit sämmtliche Grössen 
C n C 2 etc. als eindeutige lineare Functionen von C (J , welches allein will- 
kürlich bleibt, bestimmt, ausgenommen den Fall, wo b gleich einer negativen 
ganzen Zahl ist. Findet letzteres statt, so liefern die Gleichungen (12.) keine 
bestimmten Werthe für die Coefficienten der Reihe (11.); das Gleichungs- 
system deutet alsdann auf den logarithmischen Grenzfall hin, wo ein Theil 
der Coefficienten unendlich gross gegen die andern wird. 

Aber auch in dem Falle, wo b eine positive ganze Zahl oder Null 
ist, giebt die Gleichung (11.) nicht das » te Integral von (1.). Allerdings er- 
hält man aus (12.) eindeutige Werthe für die Coefficienten C; indessen ist 
die so bestimmte Reihe (11.) nur eins der früher gefundenen particulären 
Integrale. Denn für positive ganzzahlige Werthe des b, denWerth Null ein- 
begriffen, wurde nachgewiesen, dass eine convergente Reihe, in welcher die 
Potenz (ar— a) 6+ "" ! das Anfangsglied bildet, der gegebenen Differentialgleichung 
genagt. Mit diesem Integral wird die Reihe (11.) identisch. Letztere kann 
folglich das n ie Integral der Gleichung (1.) nur in dem Falle, dass b nicht 
ganzzahlig ist, darstellen. 

Die Gleichung (13.) zeigt, dass bei den einfachen singulären Punkten 
je K— 1 particuläre Integrale insofern denselben Charakter haben, als sich 
rationale Anfangspotenzen für ihre Entwicklung ergeben. Es macht eine 
wesentliche Eigenschaft der einfachen singulären Punkte aus, dass dieses gleich- 
artige Verhallen von n—\ Integralen niemals zu Logarithmen fahrt. Nur das 
» te Integral giebt, wenn es aufhört, irrational wie eine Potenz zu sein, im 
Allgemeinen logarithmische Glieder. 

Um die Convergenz der Reihe (11.) zu beweisen und gleichzeitig 
Schlüsse für den Fall, wo b ganzzahlig ist, zu erhalten, benutzt man den 
Zusammenhang, in welchem die n Integrale der Differentialgleichung unter ein- 
ander stehen; durch die im ersten Abschnitt hergeleiteten n—\ Integrale ist 
auch das n t0 Integral vollständig bestimmt, da bekanntlich mit Hülfe derselben 
die Gleichung (1.) auf eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung re- 
ducirt werden kann. 

Man schliesse den Fall, dass b eine positive ganze Zahl oder Null ist, 
vorläufig aus. Dann sind in dem Integral (2.) die » — 1 ersten Coefficienten 
willkürlich ; man kann also c^ von Null verschieden annehmen. Man bezeichne 
durch die Reihe 

«i = c 1}0 +c M (a— a) + c,,o (*-»)*+•••, 
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wo Cj,o nicht gleich Null ist, ein Integral von (1.), und fähre mittelst d§r 
Substitution 

% y = ejtoidx 

die Variable tv L an Stelle von y ein. Es folgt für w L die Differentialgleichung 
w — Iter Ordnung 






da;— 2 



+ l-^Ö-C-M-*^* W +ft W|^S 



1-+ 



• •• 



welche wieder a zum einfachen singulären Punkt und b zur zugehörigen Zahl 
desselben hat. Denn da e t für x=a nicht verschwindet, so sind sämmtliche 
Coefficienten der Gleichung eindeutig und stetig in der Umgebung von a; und 
aus demselben Grunde nimmt der Coefficient der zweithöchsten Ableitung 
för x = a den Werth b an. 

Indem man das angewendete Verfahren wiederholt, erniedrigt man, 
unter Beibehaltung der Form der Differentialgleichung, successiv die Ordnung 
derselben. Es sei 

«2 = C2,o+^,i(^-a) + C2 >2 (a?-a) 2 +-.-, 
wo c 2)ü von Null verschieden, ein Integral der Gleichung für w L , und man 
nehme to l = e 2 fv> 2 dx 9 etc. Die Substitutionen 

(14.) y = i?i /«?! dx, w t = t 2 lw 2 dx, tv 2 = f? 3 /tt? 3 rfx, . . . tv H _ 2 = v n -i/Wn-idx 
ergeben für w n _ t schliesslich eine Differentialgleichung erster Ordnung 

(15.) (*-a)*£=i = F{x)w n ^ 

wo die Function F{x) eindeutig und stetig in der Umgebung von a ist und 
für x = a den Werth b annimmt. Setzt man demnach 

F(x) = b + (x-a)f(x), 
so wird die Gleichung (15.): 

dlDn-l j * 



«?, 



ZT = t=7+rt«)K 



log«\_, = b\og(x-a)+Jf(x)dx, 

w»_, = {x-afe },K . 
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Aas der Eindeutigkeit und Stetigkeit von f(x) in der Umgebung des Punktes a 
folgt dieselbe Eigenschaft für lf(x) dx und &***** ; die letzterwähnte Function 
ist ausserdem für x = a jedenfalls von Null verschieden. Nennt man also 

so ergiebt sich für tD n - v die Gleichung 

(16.) w^ t = (ar-a) 6 G (x) = (x-a) b {*,+ h (x-m) + * 2 {x-af + •••}, 

in der die Reihe convergent, und k ( > von Null verschieden ist. 

Um y zu erhalten, hat man, gemäss den Substitutionen (14.), den 
obigen Ausdruck n—\ Mal zu integriren, indem man nacheinander mit e*_ M 
£»-?? • • • « i multiplicirt. Macht man die Integrationsconstante bei allen » — 1 
Integrationen gleich Null, so ergiebt sich das gesuchte n te Hauptintegral. Da 
keine der Grössen « x , e 2 , . .. f„-i für x = a verschwindet, so hat die Mul- 
tiplication mit denselben keinen Einfluss auf die Anfangspotenz. Hieraus er- 
giebt sich der Schluss, dass für ein nicht ganzzahliges b die Potenz (rr— a) 6 " 1 *""" 1 
zur Anfangspotenz wird, und dass nach Abtrennung des Factors (a?— a) b+ *~ l eine 
bei dem Punkte a eindeutige und stetige Function übrig bleibt. 

Es ist somit bewiesen, dass, sobald b nicht gleich einer positiven oder 
negativen ganzen Zahl oder gleich Null ist, der Differentialgleichung (1.) stets 
durch einen Ausdruck 

y = (x-a)^- l {C ü +C 1 (rp-a) + C 2 (ar-a) 2 + ---} 
Genüge geschieht, in welchem die Reihe convergent, und C u von Null ver- 
schieden ist. 

Wenn b gleich einer negativen ganzen Zahl ist, wird das n te Integral 
ebenfalls durch die Gleichungen (14.) und (16.) bestimmt. In diesem Falle 
entstehen aber im Allgemeinen durch Integration der Potenz (x— a)~ l logarith- 
mische Glieder. In speciellen Fällen können letztere fortfallen, indem die 
Factoren derselben gleich Null werden. Um für eine gegebene Differential- 
gleichung zu entscheiden, ob das n te Integral den log {x—a) enthält, oder nicht, 
hat man die Anfangsglieder der Entwicklungen der betreffenden Functionen 
zu berechnen, so weit dieselben für die negativen Potenzen von x—a in Be- 
tracht kommen. Aus dem Umstände, dass keine der Grössen t^, t? 2 , ... e„_i 
für x = a verschwindet, ergiebt sich die Regel, dass das Integral nur dann 
frei von Logarithmen ist, wenn bei jeder der w — 1 in (14.) angegebenen 
Integrationen die zu integrirende Function die Potenz (x — a)' 1 nicht enthält. 

Journal für Mathematik Bd. LXXIII. Heft 1. 11 
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Es bleibt übrig, den Fall eines ganzzahligen positiven b zu behandeln, 
für welchen ebenfalls das n ie Integral im Allgemeinen logarithmisch wird. 
Man wendet, wie vorher, die Substitutionen (14.) an, indessen wird die Ent- 
wicklung dadurch eine andere, dass t>,_i für x=a verschwindet. Es wurde 
im ersten Abschnitt gezeigt, dass, wenn b eine positive ganze Zahl oder Null 
ist, in der Reihe (2.) der Coefficient c 6+lt-l und ausserdem «—2 der Grössen 
Co, c x , ... c 6 +»-2 willkürlich bleiben; für letztere kann man im allgemeinen 
Falle die Coefficienten 4j, c m ... c„__ 3 nehmen. Die n—2 ersten Substitutionen 

y = t?i / w L dx, tri = v 2 / tßidx, . . . «\,_3 = e H _ 2 I iD n ^dx 

führen dann zu demselben Resultat wie in dem früheren Falle; man erhält 
für f0 ff _ 2 eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(17.) (*-a)^^- = F^^+Kix)»^ 

in welcher die Functionen F k (x) und F 2 (x) für das Gebiet des Punktes a 
eindeutig und stetig sind, und erstere für x = a gleich b wird. 

In gewissen Fällen sind, wie im ersten Abschnitt ausgeführt wurde, 
auch die Grössen « n t? 2 ? • • • f»-2 nicht sämmtlich von Null verschieden. 
Dann modificirt sich die Gleichung (17.). Indessen soll auf diese speciellen 
Falle nicht weiter eingegangen werden, weil es sich hier nur darum handelt, 
das Vorhandensein der logarithmischen Glieder für den allgemeinen Fall nach- 
zuweisen, und weil das n te Integral doch immer durch die n— 1 übrigen voll- 
ständig bestimmt ist. • 

Bei der Gleichung (17.) reduciren sich die n — \ willkürlichen Con- 
stanten der Reihe (2.) auf die eine Grösse c 6+1 ; man erhält für (17.) da£ 
partikuläre Integral: 

*„_! = (x-a) b + l +c\x-a) b+7 +c'\x--a) b +*+-.-. 
Die Substitution 

tt>«-2 = On-ijn^dx 
giebt alsdann für #v-i die Differentialgleichung 

(— >TT = i-^^ + M»- 

in welcher die zu a zugehörige Zahl nicht mehr gleich b ist. Die Entwicklung 

von — - T" 1 beginnt mit dem constanten Gliede 2(6+1), und die von 

Fi(x) mit b; die Gleichung für w n _ t gewinnt demnach die Gestalt 

(x-a)%i = |-(6+2)+(*-«)A*)l«'-i, 
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wo fix) in der Umgebung von a eindeutig und stetig ist. Hieraus folgt für 
«0*-i der Ausdruck 

(18.) to m _ t = (x-a)~ b - 2 e fflx)dx = (*-a)- 6 ~ 2 G (x), 

in welchem G(x) eine bei a eindeutige und stetige Function, die für x = a 
von Null verschieden ist, bedeutet. 

Stellt man aus letzterer Gleichung den Werth von y her, so entsteht 
bei der Integration des Ausdruckes (18.) aus der Potenz (a?— a)"" 1 ein loga- 
rithmischer Summandus. Derselbe fällt nur dann fort, wenn in der Entwicklung 
von G(x) nach aufsteigenden Potenzen von x — a der Coefficient der Potenz 
(x—a) bJrl gleich Null ist. Also ist auch für ein positives ganzzahliges b und 
für 6 = das w te Integral der Differentialgleichung (1.) im Allgemeinen lo- 
garithmischer Natur. 

Hiermit sind die behaupteten Eigenschaften der Integralfunction y in 
Bezug auf den einfachen singuUren Punkt a in allen Stücken belesen. 

Bei jedem endlichen Werthe erkennt man ohne Weiteres, ob derselbe 
ein einfacher singulörer Punkt einer gegebenen Differentialgleichung ist, oder 
nicht. Dagegen erfordern die Bedingungen, unter denen der Werth *c = oo 
ein einfacher singulärer Werth einer linearen Differentialgleichung wird, eine 
besondere Analyse. Es soll die Frage hier etwas allgemeiner gestellt, und die 
Bedingung dafür, dass der Werth x = oo ein einfacher singulärer Werth für 
das Product x a y sei, in den Grundzügen hergeleitet werden. Der Exponent a 
bleibt beliebig, so dass für 0=0 die Function y selbst den Werth x=oo zum 
einfachen singulären Werth haben würde. 

Die Function y sei durch eine Differentialgleichung 



bestimmt; man substituirt 



1 



t 

und verlangt, dass die sich ergebende Differentialgleichung zwischen rj und 
t die Form habe 

wo die Functionen E^t), E 2 (t), ... E n (t) in der Umgebung des Punktes 
t = eindeutig und stetig sind. 

11* 
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Setzt man für die Ableitungen von y ihre Werthe ein 

d "y _ / 4»„+i d w (r— l v) 
!& ~ ^ J) l df> * 

so fährt die gestellte Anforderung unmittelbar zu Beschränkungen der Functionen 
F(x) hinsichtlich ihrer Entwicklung nach fallenden Potenzen von x. Man 

findet, dass bei dieser Entwicklung, für ein beliebiges i, die Function F,(x) 

11 1 

weder ein constantes Glied, noch die Potenzen — , -y, ••• -7-7- enthalten 

1 X 7 X 7 x % ~ 1 

darf, und es ergiebt sich demgemäss für F^x) die convergente Reihenent- 
wicklung : 

(20.) p t{ß) = &.+ !$+*£+.... 

Für die Differentialgleichungen mit ganzen rationalen Coefficienten folgt 

aus der Gleichung (20.) , dass, wenn x = 00 ein einfacher singulärer Werth 

d m v 
für x°y sein soll, der Grad des Coefficienten von -7-^- um t den Grad des 

Coefficientm von , J^ übersteigen muss. Dies zeigt, dass der Coefficient 

d*ti 
von -r^ mindestens vom Grade n ist. In dem einfachsten Falle erhält daher 

die Differentialgleichung die Gestalt 

wo (pi(x) eine ganze Function t ten Grades, und <p eine Constante bedeutet 

Ausser den Gleichungen (20.) ergeben sich aus der Forderung, dass 
x = oo ein einfacher singulärer Werth für x°y sein soll, eine Anzahl von 
Bedingungsgleichungen für die ersten Coefficienten Ä^ , Ä, jM K i>2 etc. der 
Entwicklungen von F^x). In dem erwähnten einfachen Falle der Gleichung 
(21.) führen diese Bedingungsgleichungen direct zu der Differentialgleichung 
der hypergeometrischen Functionen n ieT Ordnung, welche ich in einer früheren 
Arbeit*) definirt habe. 

Es geht hieraus hervor, dass, sobald der singulare Werth x = 00 be- 
rücksichtigt wird, die Betrachtung der einfachen singulären Punkte mit Not- 
wendigkeit zu den erwähnten hypergeometrischen Functionen führt; gleich- 
zeitig beweisen die gegebenen Entwicklungen, dass die hypergeometrischen 
Functionen n ter Ordnung einfacher und elementarer sind, als irgend welche 
andere durch lineare Differentialgleichungen n {QT Ordnung definirte Functionen. 
Berlin, im August 1870. 

*) Dieses Journal, Bd. 71. 
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Notiz über die Herleitung der hypergeometrischen 

Differentialgleichunj 

(Von Herrn L. Pochhammer.) 



*• 



JLlie hypergeometrischen Functionen n ter Ordnung wurden im 71 ,lwl Bande 
dieses Journals dadurch definirt, dass ihre Eigenschaft, an den endlichen sin- 
gulären Punkten je n—\ eindeutige und stetige Integrale und ein wie eine 
Potenz mehrdeutiges (und resp. unstetiges) Integral zu enthalten und für x = oo 
das nämliche Verhalten nach Multiplication mit x l ~ l zu zeigen, direct ange- 
geben wurde, was ausreichend war, um ihre Differentialgleichung aus der diese 
Fälle enthaltenden Differentialgleichung des Herrn Fuchs herzuleiten. Die 
hypergeometrische Differentialgleichung lässt sich indessen in etwas einfacherer 
Weise ableiten, wenn man nicht die Gleichung des Herrn Fuchs benutzt, 
sondern die in dem vorstehenden Aufsatz entwickelte Theorie der einfachen 
singulären Punkte linearer Differentialgleichungen zu Grunde legt. Die De- 
finition der allgemeinen hypergeometrischen Function wird hierdurch in formaler 
Beziehung modificirt; die Differentialgleichung, deren vollständiges Integral 
sie ist, wird jedoch genau in derselben Gestalt erhalten. 

Man definire die allgemeine hypergeometrische Function 



ji (a l ,a t) ...a m ,x\ 
nn \b i} b tJ ...b My )J 



als das vollständige Integral derjenigen linearen Differentialgleichung n ter Ord- 
nung, bei welcher 

1) «11 «2? ... ö» einfache singulare Punkte mit den zugehörigen Zahlen 
b x +X — n 9 b 2 +l—n, ... b n +l— n sind, 

2) der Werth oo ein einfacher sihgulärer Werlh für das Product x x ~ l H n ist, 

3) ausser a M <*2, ... a, und oc kein singularer Punkt existirt, und keine 
der n+1 zugehörigen Zahlen eine ganze Zahl ist. 

Diese Festsetzungen bestimmen die Function; dieselbe ist völlig frei von lo- 
garithmischen Unstetigkeiten. 

Aus der Bedingung, dass a v , ch, ... a n einfache singulare Punkte sein 
sollen, folgt, dass die Differentialgleichung die Form 
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(ar-a,) (*-<*,) . . . (x-a.) -^ 

+E l (x)^+E 2 (x) d ^+---+E k (x)^+...+E.{x)y = 

haben muss, wo E x (x\ E 2 (x\ . . ' E n (x) Functionen bedeuten, welche für 
x = a L , cht . . . a m stetig und eindeutig bleiben. Da aber a, , ch , ... a, als 
• die einzigen endlichen singulären Punkte vorausgesetzt wurden, so sind 
Ei(x\ E 2 {x\ ... E n {x) für alle endlichen Werthe von x stetig und eindeutig. 
Auf die Bedingung, dass der Werth oo für das Product x l ~ l y ein 
einfacher singulärer Werth sei, ist in der vorstehenden Abhandlung näher 
eingegangen worden. Es muss hiernach der Quotient 

; &(*) 1 

(x—dtXx — a t )...(a; — a.) 

nach Multiplication mit x k in eine convergente, nur die negativen Potenzen 
von x enthaltende Reihe entwickelbar sein. Da nun E k {x) keinen endlichen 
Verzweigungs- oder Unstetigkeits-Punkt hat, und auch für x = oo nach Mul- 

tiplication mit ? ^ rr — ^ , oder, was hier dasselbe ist, mit -—3, 

stetig und eindeutig sein soll: so ergiebt sich, dass E k {x) eine ganze Function 
n—k i6n Grades ist. Die Differentialgleichung hat also die Gestalt 

■ 

wo (p k (x) eine ganze Function k ttn Grades von x bedeutet, und <p constant ist. 

Nachdem diese Form der Differentialgleichung gewonnen ist, geschieht 
die weitere Bestimmung der Constanten in derselben Weise, wie im ersten 
Abschnitt der Abhandlung Aber die hypergeometrischen Functionen (Bd. 71) 
angegeben ist. 

Durch den Satz über die einfachen singulären Punkte ist gleichzeitig 
der Beweis geliefert, dass der erhaltenen Differentialgleichung an jedem end- 
lichen singulären Punkte durch n—\ stetige und eindeutige Integrale und durch 
ein Integral, welches nach Division mit einer Potenz stetig und eindeutig ist, 
genfigt wird, und dass für x = oc dasselbe von dem Producte x x ~ l y gilt. 

Berlin, im October 1870. 
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Zusatz zu dem Aufsatze „Ueber einige Sätze von 

Steiner und ihren Zusammenhang mit der zwei und 

zweigliedrigen Verwandtschaft; der Grundgebilde 

ersten Grades." 

(Von Herrn Eduard Weyr in Prag.) 



J_n den genannten p. 18 des 71 ten Bandes abgedruckten Aufsatz hat sich 
ein Irrthum eingeschlichen, auf welchen ich von meinem Bruder Emil Weyr 
bei Gelegenheit einer gemeinschaftlich vorgenommenen Untersuchung mehr- 
deutiger Grundgebilde ersten Grades aufmerksam gemacht wurde. Dieser 
Irrthum soll nun in Kürze corrigirt werden. 

Seien S und 2 zwei zwei und zweigliedrig verwandte Büschel d. h. 
es bestehe zwischen den Theilverhältnissen x und £ entsprechender Strahlen 
eine Relation von der Form 

(1.) x^Af+BS+q+xiÄf+B'S+C^+iÄ'f+B^+C") = 0, 
und sei e ein solcher Strahl von S, dass die ihm in 2 zugeordneten Strahlen 
€ 19 € 2 in ein Element e i2 zusammenfallen, d. h. ein Doppelelement von J£ bilden. 
Dreht man die Büschel um ihre Scheitel so lange, bis die Strahlen e und €12 
(welche als reell vorausgesetzt werden) in den & und 2 gemeinsamen 

Strahl S2 fallen, so gehört dieser dem von S und -2* erzeugten Orte C 4 je- 
denfalls an. In dem besagten Aufsatze habe ich nun behauptet, dass S2 doppelt 
zu zählen sei d. h. dass sich das Eräeugniss der Büschel auf ihn und eine 
Curve zweiter Ordnung reduciren müsse. Dies ist der begangene Fehlschluss. 
Schneidet man nämlich die Büschel durch eine willkürliche Tansversale T, 
so entstehen auf derselben zwei zwei und zweigliedrig verwandte Punktreihen, 
für welche man wiederum die Verwandtschaftsgleichung in der Form (1.) 
voraussetzen kann. Misst man dabei x und £ bezüglich des nämlichen Punkte- 
paares, so liefert (1.) für x=g eine Gleichung, welche die Schnittpunkte von 

T und C 4 charakterisirt. Natürlich muss SS, da sich dieser Strahl selbst ent- 
spricht, 7 in einem der vier Punkte treffen, wesswegen &£* wirklich zu dem 
Orte C 4 gehört; es fragt sich nur, ob die Coordinate x L dieses Schnittpunktes 
eine doppelte Wurzel der Gleichung 

x\Ax 2 +Bx+C)+x(A'x 1 +B'x+C)+tA"x*+B"x+C') = 
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ist. Der Kürze halber wollen wir den Punkt a, selbst als einen der zwei 
Grundpunkte annehmen, bezüglich welcher man x und £ misst. Weil e l7 dem 
Strahle e doppelt entspricht, so muss die Gleichung (1.), wenn man x = x L =0 
setzt, von dem Werthe £=^=0 zweimal befriedigt werden, oder B"=C" = Q 
sein. Somit sind die vier Schnittpunkte von 7 und C 4 durch die Gleichung 
x\Ax l +Bx+C) + x(A'x 7 +B'x+C') + A"x 7 = charakterisirt, und offenbar 
ist x = eine einfache Wurzel derselben. Somit trifft jede Transversale C A 
erstlich in dem Punkte, wo sie SJS schneidet und dann noch in drei weiteren 
Punkten; oder: in der angenommenen speciellen Lage erzeugen S und 2 
ausser S2 noch eine Curve dritter Ordnung C 3 . 

Ist der Strahl e n so beschaffen, dass der ihm in S ausser e zugeordnete 
Strahl mit e zusammenfällt, d. h. dass e auch ein Doppelstrahl von S ist, so 
wird aus denselben Gründen C = C = sein, d. h. wir erhalten für unsere 
auf T gelegenen vier Punkte der Curve C A die Gleichung 

x 2 (Ax 7 +Bx) + x(A'x*+B'x)+A"x 2 = 0, 

welche x = nun zu einer doppelten Wurzel hat. In diesem Falle reducirt 
sich C 4 wirklich auf die doppelt gezählte Gerade &2f und einen Kegelschnitt. 
Zwei Gebilde & und -2*, in welchen die beiden Doppelstrahlen e l7 und e l2 sich 
entsprechen, erzeugen in allgemeiner Lage offenbar eine Curve C 4 , welche 
in dem Schnitte von e l2 mit e i2 einen Doppelpunkt hat und somit ihrer drei be- 
sitzt. Demgemäss gelten die in dem früheren Aufsatze gegebenen Beweise nur für 
Curven C 4 mit drei Doppelpunkten und für Curve C 3 mit einem Doppelpunkte. — 
Ich trage nun den Beweis der Steinerschen Sätze für Curven vierler Ordnung 
mit zwei Doppelpunkten und für allgemeine Curven dritter Ordnung nach. 
Seien P und Q zwei Punkte einer Curve dritter Ordnung C 3 und A ein 

weiterer Punkt derselben. Es treffe PA die Curve C 3 in B, QB in C, PC 
in D, . . . , und man gelange schliesslich bei derartigem Linienziehen wieder 

nach A. Dann hat man auf C 3 ein 2h -Eck ABCD..., dessen Seiten AB, 

BC 9 CD, . . . abwechselnd durch P und Q gehen. Gesetzt, es exislire ein 
zweites derartiges 2n-Eck A'B'C ... auf C 3 . Bezeichnet man die durch P 
gehenden Seiten dieser Polygone durch 123..., 1'2'3'..., die durch (Häu- 
fenden Seiten derselben jedoch durch III III..., I' II' III'..., so hat man sowohl 
in P, als auch in Q je zwei Strahlengruppen 12..., 1'2'... resp. III..., 
I'H"... jede zu n Strahlen. Die zwei Gruppen in P bestimmen vollkommen 
eine Strahleninvolution J n n ten Grades, und jene in Q eine Involution J n der- 
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selben Ordnung. Selbst dann, wenn die 2« -Ecke ABC..., A'B'C... un- 
endlich nahe wären, sind J m und J»' vollkommen bestimmt, wie man sich durch 
Zuhilfenahme der in den Eckpunkten der Polygone gezogenen Tangenten von 
C 3 leicht überzeugt. — Auch kann eines der Polygone z. B. das zweite die 
besondere Lage haben, dass eine seiner Seiten z.B. V — AB' ein Strahl e 
des Büschels P ist, welchem in Q ein Doppelstrahl e n entspricht, d. h. es 
kann AB 1 die Curve in Ä = B f berühren. Um die Entwicklung nicht un- 
nütz zu erschweren, nehmen wir etwa n = 3 an, d. h. wir setzen die Existenz 
zweier S/ewerschen Sechsecke ABCDEF, ÄB'C'D'E'F' voraus, und zwar 
soll die durch P gehende Seite AB 9 die Curve in Ä = B' berühren. Dann 
ist offenbar Ä = B', C = F' und D' = E\ und die durch Q laufende Seite 
D'E' muss die Curve C 3 tangiren, was sofort anschaulich wird, wenn man 
sich das Sechseck A'B'C'D'E'F' durch eine Zeichnung versinnlicht und nach- 
her Ä mit B' zusammenfallen lässt. Nun ist A'B'=\\ CD' =2', J5'F' = 3' 
und somit 2'= 3'; ebenso hat man ffC'=l\ /)'£'= II', F'^'=IH', daher 
r=Iir. Bezeichnet man die Theil Verhältnisse der Strahlen 123T2' durch 
x 1 x 2 x 3 x i .x v , jene von III III VW hingegen mit Si etc., so stellen uns die 
Wurzeln der Gleichung 

(x— Xi)(x — x 2 ) (x—Xs) +X(x—x v )(x — x 2 *) 2 = 0, 

wobei A ein veränderlicher Parameter ist, die Theilverhältnisse x der Strahlen 
einer Gruppe von J m dar, so dass J n wirklich ganz unzweideutig gegeben ist. 
Ersetzt man x durch £ und die arabischen durch römische Ziffern, so erhält 
man jene Gleichung, welche die Involution J' n liefert. 

Die Involutionen J n und J n kann man auf einander projectivisCh be- 
ziehen, und zwar ordnen wir der Gruppe 123... die Gruppe I II III . . . , 1'2'3\ . . 
jedoch Tiriir... zu; hierauf wählen wir auf C 3 einen willkürlichen Punkt 
p und lassen dem Strahle Pp den Strahl Qp entsprechen. Die so projectivisch 
verwandten Involutionen J n J' H erzeugen durch den Durchschnitt entsprechender 
Strahlen eine Linie C 2n von der Ordnung 2n, welche in P und Q n- fache 
Punkte hat. Nun liegen offenbar die Ecken der beiden Polygone nebst p auf 
C 2n , und überdies fallen in die Punkte P und Q je n Schnittpunkte von C, 
und C 2h , so dass wir 2.2n + 2n+l = 6w+l beiden Curven gemeinschaftliche 
Punkte kennen *) ; dess wegen ' muss C 3 einen Theil von C 2m ausmachen. Je 



*) Dieser Schluss wird dadurch, dass A'B'C'... die betrachtete specielle Lage 
hat, nicht aufgehoben. In dem für n = 3 näher untersuchten Falle z. JB. hat & n ia 
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zwei Strahlen von P und Q, welche sich auf C 3 treffen, entsprechen einander 
in den Involutionen J H und J H . Gesetzt nun, man conslruire auf C 3 der frohe- 
ren Angabe gemäss eine neue Folge von Punkten Ä , B f, C n ...^ wobei der 
erste A" willkürlich ist, so kann man dies in der Weise auffassen, dass man 
zu PA" den entsprechenden Strahl QB", zu diesem wieder den zugeordneten 
PC" etc. in den zwei Involutionen J n und J' n construirt. Weil aber in /„ 
und J n einander nur Gruppen zu n Elementen entsprechen, man also bei diesem 
Linienziehen sowohl in P als auch in Q nur auf Strahlen entsprechender 
Gruppen stösst, so müssen sich auf diese Art in P und Q je n und nur n 
Strahlen ergeben d.h. der 2»+l to Punkt der Folge A"B"C"... muss mit 
dem ersten A" zusammenfallen. Wir ersehen daraus, dass, wenn man zwei 
Steinersche 2h -Ecke auf C 3 angeben kann, es ihrer unendlich viele giebt 
(so dass jeder Punkt A" von C 3 in einem derselben liegt), und dass es Steiner- 
sche Polygone anderer Seitenzahl nicht geben kann. Ganz in derselben Weise 
kann man diese Behauptung für Curven vierter Ordnung C 4 mit zwei Doppel- 
punkten P, Q beweisen, was hier der Kürze wegen unterlassen werden soll. 
Gesetzt, man habe auf einer Curve C 3 (oder C 4 mit zwei Doppelpunkten 
P, Q) ein Steinersches 2/* -Eck ABC...M d.h. ein Polygon, dessen Seiten 

AB, BC, CD, . . . abwechselnd durch zwei feste Curvenpunkte P, Q laufen. 
Jeden Strahl von P oder Q bestimme man durch sein Theilverhältniss x resp. 
£ bezüglich je zweier willkürlicher Fundamentalstrahlen, und seien XiX 2 ...x n 

die Theilverhällnisse der durch P gehenden Polygonseiten AB, CD, EF etc., 
£i &•••£•. hingegen die Theilverhältnisse der zum Büschel Q gehörigen Seiten 
BC, DE, FG etc. Zwischen den Theilverhältnissen x, § entsprechender 
Strahlen der Büschel P und Q d. h. solcher Strahlen, welche sich auf C 3 
treffen, besteht eine Gleichung von der Form 

G {x, S) = x 2 (A?+ B$+C) + x (A'?+ B'§+ C) + (A"£ 2 +B"$+ C") = 0, 
und wir setzen der Kürze halber 

G{x, S) = *'.ßtf) + *I7(*) + -*(£) = ?0(x) + §P(x) + S(x)- 
Uifferentiirt man diese Yerwandtschnftsgleichung, so kommt 

3 - **Sl(g) + !!(£) A(x,& 

dx "" 2SO(x) + P(») BteÖ' 

eine (Jloichung, welcher die Differentiale dx und d$ genügen müssen, wenn 
die Strahlen <r+dr und §+d§ einander auf C 3 schneiden und umgekehrt. 

V 1 F 1 einen Doppelpunkt und berührt C t in A'=B' und D' = E f , so dass die Ecken 
den Nm-liMGi'ks A'B'C'D'E'F' dennoch 2n = 6 Schnittpunkte von C s und G« repräsentiren. 



t 
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Man nehme den A benachbarten Curvenpunkt Ä, ziehe PÄ, bis C 3 in 

B' getroffen wird, ziehe QB' 9 welche Gerade C 3 in C schneiden mag, u. s. w., 
bis man schliesslich zu einem Nachbarpunkte M f von M gelangt; so hat man 

auf C 3 ein 2«-Eck ÄB'C'...M', dessen n Seiten AW, ÖW, . . . UW durch 

P gelien, und dessen n—\ Seiten B'C, D'E', . . . K'L dem Büschel Q ange- 
hören. Seien die Theilverhältnisse der durch P gehenden Seiten x L +dx ly 
x 2 +dx 2 , ... x n +dx n , jene der zum Büschel Q gehörigen dagegen Si+dsi, 
£i+d$2'> • •• £„-i+ rf£»-i • Verbindet man Ä mit Q, so erhält man einen Strahl, 
dessen Theilverhältniss § n + d£ m sein möge, dagegen wollen wir das Theilver- 
hältniss von M'Q durch S u +d§ n bezeichnen. ÄM f würde durch Q gehen, d. h. 
ÄffC'...M' würde wiederum ein Steinersches 2#-Eck sein, wenn die Dif- 
ferentiale dS n und c?£„ einander gleich wären; dies soll nun bewiesen werden. 
Man kann alle angeschriebenen Differentiale aus dx L berechnen; nament- 
lich ist #„ = -4?Hl^ und 

*,. d£ H dx n rf|„-i dx t </§, , 

oder aber 

,Y£ — ^O^SO Jpg», g—0 i*Qc—i,£— Q 4(^,1,) . 

Berücksichtigt man wegen des Zeichens, dass die Anzahl der angeschriebenen 
Brüche (Differentialquotienten) 2/i— 1 ist, so verwandelt sich die zu beweisende 
Gleichung (Tf n = rf|„ sofort in : 

( A (<c,, §i)A(x 2 , £ 2 )...A(x a , DBfa, |.)JB(a? 2 , ^)...B(x ny £„_,) 

Offenbar entsteht die eine Seite der Gleichung aus der andern, wenn man auf 
die unter dem Functionszeichen A stehenden Buchstaben a? M ... x n die Sub- 
stitution x 2 x 3 ...x H x l und auf die unter dem Zeichen 2? befindlichen Grössen 
$,...s die cyclische Substitution £ 2 f3...£ B $i anwendet. Um den Beweis der 
Richtigkeit der vorstehenden Gleichung nicht unnütz zu compliciren, nehmen 
wir einen besonderen Fall, etwa n = 3. Wir setzen also auf C 3 ein Steiner- 
sches Sechseck ABCDEF voraus und construiren das unendlich nahe Sechs- 
eck ÄB'C'D'E'F'. Die zu beweisende Gleichung lautet dann 

A (a?i , Si)A(,x 2 , § 2 )A(x z , &B (x k , &)B(x 2 , Si)B(x z , £ 2 ) 
= A(x^ &)A(x 2 ,g l )A(x i , § 2 )B(?ii §i)B(x2, £ 2 )B(x 3 , £ 3 ); 
wir wollen je drei Factoren durch einen Buchstaben bezeichnen und schreiben 
die Gleichung in der Form 

12* 
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L .K. = L .K . 

Nun soll gezeigt werden, dass L = — V und Zf = — K f ist. 

Da je zwei Werthe x, |, welche beisammen unter dem Functions- 
zeichen ^4 oder £ sich vorfinden, die Verwandtschaftsgleichung G(x, £) = 
befriedigen, weil sie ja Theilverhältnisse von Strahlen sind, welche sich auf 
C 3 treffen, so hat man für dieselben 

Daher ergiebt sich das Product 

_ fif«. i2 (i.) ß (&) z&) + x x x, x 3 n (jSx) n (&) ß (&). 

Den Ausdruck für Z/ erhalten wir — wie schon bemerkt wurde — indem 
wir Xi x 2 x 5 in diesem Ausdrucke cyclisch permutiren, d. h. es ist 

L > = _^CÄ)^^) + JLi2(f I )^(&)^(&)+z^ß(&) ^(&) *(&) 

+ri-'ß(f»)^(&)^(fe)-¥ L 'Q(^.Q(fe)^(&)-^-ß(&)'ß(ft)^(&) 

X t ^J *I *! 

_ as. i2 (i.) n (&) ^(i 3 ) + *, x, x, ß (!,) ß (&) ß (&). 

Sowohl L als auch 1/ dividiren wir durch das Product 42(£i)if2(&)ii2(£ s ) und 
bemerken hierbei, dass allgemein der Quotient jvt4\ g' e ' c h ist dem Producte 
der beiden Wurzeln x der Gleichung G(x, $)=■() d. h. gleich dem Producte 
der Theilverhfiltnisse x jener Strahlen von P 9 welche dem Strahle £ zuge- 
ordnet sind. Nun ergiebt sich, weil sich das. erste mit dem letzten Gliede tilgt: 

"327TT337FTS7FT == ^l^-r^^i-r^^ x 2 x 3 —x i x i — x x Xi^ 

Ü(£}Ü(L)Ü(£') = x * ^"^^ Xl + X * X2 ~~ x\x?— x\xi— x\x2 m , 
somit ist wirklich L=— L'. Die Gleichung K=—K' könnte in gleicher 
Weise erwiesen werden, denn K' geht aus K durch eine cyclische Ver- 
tauschung der Grössen £t£?& hervor, gerade so wie L aus L durch, eine 
solche Vertauschung der Werthe x 1 x 2 x z entstand; man hätte bloss für B(x,S) 
einzufahren 

«(«P-'frO +gOfr) = -£jÖ + * (.). 
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Es ist also LK = L'K'y d. h. c5£ 3 = dg, oder mit anderen Worten, das Sechs- 
eck ÄB'C'D'E'F' muss ebenfalls ein St ein er sches Polygon sein. 

Die Gleichung (2.) könnte genau so wie es für n±=3 geschehen ist, 
für jedes beliebige n erwiesen werden. Schreibt man die Gleichung (2.) in der 
Form LK=L'K' 9 wobei jeder dieser vier Buchstaben je nunmittelbar aufein- 
anderfolgende Factoren bedeutet, so ergiebt sich — falls man die Rechnung 
genau so wie für w = 3 durchführt — für ein gerades n L = L' und K=K f , 
für ein ungerades »jedoch Z,=— Z/und K=—K'. Demgemäss ist immer LK=VK\ 
Wenn somit ABC...M ein Steinersches 2n-Eck auf C 3 ist, so ist das unend- 
lich nahe Polygon ÄB'C'...M' ein ebensolches, und falls man dieses Resultat 
beliebig oft anwendet, folgt, dass jedes auf C 3 construirte Polygon, dessen Seiten 
abwechselnd durch P und Q gehen, sich schliessen und zwar 2a-Seiten haben 
muss. Zum Ueberflusse folgt dies auch schon aus der Existenz zweier derartigen 
2w-Ecke und es ergiebt sich überdies, dass die durch P resp. durch Q gehen- 
den Seiten der unendlich vielen Polygone in diesen Büscheln Strahleninvolu- 
tionen » ten Grades bilden. Wir erhalten somit den folgenden Satz: „Kann man 
in zwei zwei und zweigliedrig verwandten Gebilden zwei beigeordnete Gruppen 
zu je n Elementen angeben d. h. zwei solche Gruppen, dass die jedem Elemente 
der einen Gruppe zugeordneten Elemente sich in der anderen vorfinden, so giebt 
es unendlich viele solcher beigeordneten Gruppen, und zwar ist jedes Element 
der Gebilde in einer derselben enthalten. Die Gruppen bilden in jedem Ge- 
bilde eine Involution n Un Grades, und die beiden Involutionen sind vermöge der 
zwei und zweigliedrigen Verwandtschaß projectivisch. Beigeordnete Gruppen 
Von anderer Elementenzahl giebt es dann nicht." 

Hiedurch ist der in dem früheren Aufsatze ausgesprochene Satz nicht 
nur allgemein erwiesen, sondern auch erweitert, so dass alles andere in dem 
Aufsatze Gesagte vollkommen richtig- bleibt. 

Der ausgesprochene Satz bleibt auch dann wahr, wenn die beigeordneten 
Gruppen aus imaginären Elementen bestehen und zwar aus dem einfachen Grunde, 
weil der Beweis die Realität der Elemente XiX 2 ...m n9 £&...§* nicht verlangt. 
Auch ergiebt sich eine allgemeinere geometrische Deutung des ausgesprochenen 
Satzes , wenn man die unbeschränkt veränderlichen Grössen x und £ — die 
man also im Allgemeinen als complex voraussetzen muss — auf die bekannte 
Art durch Punkte zweier Ebenen darstellt. 

Prag, im Februar 1870. 
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Ueber den Ausdruck des Tetraeders durch die Co- 

ordinaten der Eckpunkte. 

(Von Herrn fi. Baltzer in Giessen.) 

(Aus den Berichten der mathem.-phys. Gasse der Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften Tom 4. Mai 1870.) 



JLfer Ausdruck des Tetraeder-Volums durch die Coordinaten der Eck- 
punkte wurde zuerst von Lagrange in der Abhandlung über die Pyramiden 
durch eine Rechnung gefunden, welche ausserhalb ihres Zusammenhanges etwas 
umständlich ist. Man gelangt zu demselben Ausdruck mittelst der Gleichung 
für die Ebene, welche 3 gegebene Punkte enthält, wie Salmon Geom. of 3 
diniensions 31 gezeigt hat. Derselbe Ausdruck wurde von Monge (J. de Fe- 
cole polyt. Cah. 15 p. 68) durch Berechnung von prismatischen Segmenten 
abgeleitet, eine Betrachtung, die in Magnus Sammlung (anal. Geometrie des 
Raumes $ 14) wiedergegeben worden ist. Eine rein geometrische Ableitung 
der entsprechenden Formel findet man in Möbius Statik § 64; eine algebraische 
Ableitung, die auf Multiplication von Determinanten beruht, habe ich (Determ. 
§.15) gegeben; eine andere Ableitung enthält Hesses anal. Geometrie des 
Raumes (1. Vorlesung). Eine einfache und für die Präliminarien der Raum- 
geometrie geeignete Ableitung ergiebt sich durch die folgende Betrachtung. 

Auch dem Zeichen nach ist 3 OABC=OAB.NC, wenn NC den Ab- 
stand des Punktes C von der Ebene OAB bedeutet. In Bezug auf 3 durch 
beliebig gezogene Axen habe A die Coordinaten x^y^z^ u. s. w. Durch 
Projection der aus den Coordinaten von C bestehenden gebrochenen Linie 
. auf die Normale n der Ebene OAB findet man 

NC = a: 3 cos xn + y 3 cos yn + * 3 cos zn. 
Ferner werden die Fläche OAB und ihre Projectionen parallel mit x, y, * 
auf die Ebenen yz, z>x, xy durch p, p x , p y9 p z bezeichnet, die Normalen der 
Ebenen yz, zx, xy durch x, y\ z. Dann hat der Normalschnitt des Prisma, 
welches die Fläche OAB parallel mit x auf die Ebene yz projicirt, die Werlhe 

pcosxn = p x cosxx' 
u. s. w. Nun hat das Parallelepiped, dessen Kanten auf x, y, z positive Ein- 
heiten sind, die Werlhe 

sinjfftcosxx' = sinzxcosyy' = sin xy cos &z' = sin xyz; 
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folglich ist 



2p cosxn = . sin xys = 



Vi y* 



sinxyz 



u. s. w. Durch Vereinigung der 3 Determinanten findet man 



6 OABC = 



x x x % x z 



*l *t 



y% y* 

z, 



smxyz. 



Wenn man die Geraden, auf denen die Kanten OA, OB, OC liegen, 
durch f, g, h bezeichnet, so ist 

6 OABC = OA .OB. OC sin fgh. 
Demnach erhält man unter Voraussetzung eines orthogonalen Systems, bei 
dem smxyz = 1, x l = OAcosxf, u. s. w. ist, die Gamssche Gleichung 

cosxf cosxg COSXh 
cos yf cos yg cos yh 
cos zf cos zg cos zh 

ferner durch Multiplication die Ständische Gleichung 



sin fgh = 



smfghsmf'g'h' = 



cosxf cosxg cosxh 
cosyf cosyg cos yh 
cos zf cos zg cos zh 

cos ff cosftf cos/Ä f 
cos gf f cos gg' cos gV 
coshf f cos hg' co&hh* 

und durch Vereinigung der beiden Systeme 

1 cos/57 cosfh 
sin 2 fgh = cos fg \ cosgh 
cosfh cosgh 1 



cosxf 1 cosxg* cosxh f 
cosy/ 7 cosyg* cos yh 9 
cos zf cos zg* cos zh' 
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Auszug aus einem Schreiben an den Herausgeber. 

(Von Herrn H. Schubert in Potsdam.) . 



Herr Zeuthen in Copenhagen hat die Gate gehabt, einige 

von ihm verfasste, die Bestimmungen von Charakteristiken betreffende Ab- 
handlungen durch Ihre Vermittelung in meine Hände gelangen zu lassen. 
Unter denselben befindet sich eine mir bisher unbekannt gebliebene in dänischer 
Sprache geschriebene Arbeit „Bestemmelse af Charakteristikerne i de elemen- 
taere Syslemer af Flader af anden Orden", deren Inhalt mich zur Be- 
richtigung einer Annahme veranlasst, die ich bei der Abfassung meiner im 
71 ,en Bande Ihres Journals veröffentlichten, „Zur Theorie der Charakteristiken" 
betitelten Arbeit gemacht habe. In meiner aus dem Studium der Abhandlungen 
des Herrn Chasles in den Comptes rendus der Pariser Akademie über diesen 
Gegenstand hervorgegangenen Arbeit ist nämlich der von Herrn Chasles aus- 
gesprochene Gedanke ausgeführt, die Elementarcharakteristiken der Flächen 
zweiter Ordnung aus den Zahlen zu bestimmen, welche angeben, wieviel de- 
generirte Flächen in einem Elementarsysteme vorkommen. Diese von mir mit 
o, e, x bezeichneten Zahlen Sind in meiner Arbeit unter der Voraussetzung 
behandelt, dass bis dahin weder eine Werthangabe noch eine ausführliche Be- 
gründung derselben publicirt worden sei. In dem ersten Theile dieser Annahme 
habe ich mich aber, wie ich jetzt sehe, getäuscht. Denn der oben erwähnten 
Abhandlung des Herrn Zeuthen ist eine „Oversigt" beigefügt, in welcher nicht 
bloss die auch von Herrn Chasles angegebenen Elementarcharakteristiken 
u, v, (), sondern auch Gleichungen angeführt werden, aus denen die Werthe der 
Zahlen o, e, x ersichtlich sind. Ich will nicht unterlassen, die für diesen 
Punkt Herrn Zeuthen gebührende Priorität hiermit anzuerkennen. 

Potsdam, den 3. December 1870. 
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Ueber diejenigen rationalen Substitutionen, welche 

eine rationale Umkehrung zulassen. 

(Von Herrn Rosanes in Breslau.) 



JHjs ist in neuerer Zeit ein überaus wichtiges Hilfsmittel der reinen 
Analysis sowohl, als auch derjenigen Theile der Geometrie, welche mit ihr zu- 
sammenhängen, geworden, statt der bei einer Untersuchung auftretenden Grössen 
neue einzuführen, welche zu ihnen in einfacher Beziehung stehen. Unter den 
rationalen Substitutionen sind insbesondere diejenigen von Wichtigkeit, welche 
sich eindeutig umkehren lassen, d. h. auch eine rationale Darstellung der neuen 
Variablen durch die ursprünglichen gestatten. Die linearen Substitutionen, als 
welche dies in ihrer allgemeinsten Form ohne Hinzutreten einschränkender Be- 
dingungen zulassen, haben auch seit langer Zeit die besondere Aufmerksam- 
keit der Mathematiker auf sich gezogen und eine vorzügliche Ausbildung er- 
fahren. Umkehrbare Beziehungen von höheren Graden traten dagegen nur 
vereinzelt auf und jedesmal in sehr specieller, direct sich darbietender Form. 
Die Eintheilung der ^46^/schen Integrale nach der Classe der zu Grunde lie- 
genden algebraischen Function führte zuerst auf ein ganz allgemeines Problem, 
welches mit dem hier zu behandelnden zusammenhängt. Die allgemeine Frage 
nach umkehrbaren rationalen Substitutionen soll in der vorliegenden Arbeit 
mit der Beschränkung auf zwei Variable, oder auf drei homogene, behandelt 
werden, wobei die geometrische Interpretation des kürzern Ausdruckes wegen 
zum grossen Theil benutzt wurde. Es kam mir hierbei im Wesentlichen darauf 
an, die charakteristischen Eigenschaften anzugeben, welche auch leicht eine 
Erweiterung für mehr Variable in gewissem Sinne zulassen. 

Wiewohl dieser Aufsatz seit Februar vollendet ist, wurde seine Ver- 
öffentlichung durch verschiedene Hindernisse verzögert. Unterdessen ist mir 
vor wenigen Wochen bekannt geworden, dass Herr Cremona demselben 
Gegenstande eine Arbeit gewidmet hat*), in welcher auf rein geometrischem 
Wege etwa diejenigen Sätze abgeleitet sind, welche ich hier in den 
§§. 1, 2 algebraisch erlangt habe. Ich lege daher bei gegenwärtiger Ver- 

*) Cremona, Sülle trasforraazioni geome triebe delle figure piane, Accademia di 
Bologna, 1865. 
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öffentlichung das Hauptgewicht auf den Satz des §. 4, durch welchen es mög- 
lieh ist, die allgemeine umkehrbare Substitution n ieT Ordnung auf eine gewisse 
Anzahl quadratischer zurückzufahren. Diese, als die einfachsten nichtlinearen, 
sind wohl zuerst von Steiner (Systematische Entwicklung etc. p. 251 ff.) ein- 
geführt und als Instrument zur Auffindung geometrischer Sätze benutzt worden. — 
Die Fortführung des Gegenstandes für mehr als 3 Variable, sowie für den Fall 
der Umkehrbarkeit in Bezug auf zu Grunde liegende Gleichungen, mag vor- 
behalten bleiben. 

§.1. 

Es sei die rationale Substitution, durch welche die Variablen x l x 2 x i in 
die anderen y^y* übergeführt werden, von der Form 

QXi = /KyiSkSk), t = l,2,3 
und deren rationale Umkehrung 

<*Vi = <Pi( x 1*2*3); 
f t und (fi bedeuten hierin ganze homogene Functionen von den Graden resp. 

n und p, und es folgt durch Einsetzung identisch 

fi(<pi<pi<Pz) = x i .X(x i x 2 x^), 

wC/i/a/J) = Vi-Yiyiyiy*), 

wo unter X, Y ganze homogene Functionen zu verstehen sind. Bezeichnen 
wir durch l l X 2 X z drei willkürliche Constanten, so ist. 

(I ^ l^/KVi^Vi) = X(x l x 2 x 3 ).2l i x i , 

Wir dürfen für die Folge voraussetzen, dass -S^./iCyijfcJk) im Allgemeinen 
eine irreductible Form sei. Denn wäre 

-s^/KjfiSfVjfs) = v(yiy*y3)>yAyiy*yi)i 

so müsste entweder, in Folge der Relationen (1.), rp((pi<p 2 <Pz) oder xfäiVtV*) 
durch JZliXi theilbar sein. Es sei dies bei ip((pi(f 2 (fz) der Fall, so ist xi&iVtV*) 
von den Grössen A frei, und xtyi&yi) alsdann ein Factor für /\(y 1^3)9 
fiiyiyty*)) fi{y\y*y*)i was & e £ en die Voraussetzung streitet. Hiernach ist es 
klar, dass 2k i f i (y t y 2 y 3 ) = eine Curve ist, welche nach der Bezeichnung von 
Riemann zur Zahl/> = gehört, da die Coordinaten ihrer Punkte sich als 
homogene Functionen zweier Grössen durch die Gleichungen 

<*y« = Vi Oi «2 #,), 2: X k x k = 
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darstellen lassen. Da diese Ausdrücke vom Grade p sind, so ist not- 
wendigerweise 

n < p. 

Es liefert aber ebenso das umgekehrte Verfahren die Ungleichung 

p <Ln 9 
folglich ist 

n = p; 

d. h. „die Substitutionen, welche eine unbedingte Umkehrung gestalten, sind 
von demselben Grade, wie ihre inversen." 

Die bis jetzt erhaltene Eigenschaft reicht natürlich noch nicht hin, um 
das Netz von Curven ^1,/, (y i y 2 y 3 ) = vollständig zu charakterisiren. 

Es sei 171172*73 ein Werthsystem y, welches die beiden Gleichungen 

befriedigt; dann ist, wenn wir &&& durch die Gleichungen 
definiren, nach den Gleichungen (1.) 

-2>. d (<P 1 92 (fz) = X (& & &) • 2^ £ = 0, 

*i*2*3 Pilhfr v i v i v * s,n d willkürliche Constanten. Sobald nun nicht gleich- 
zeitig die beiden Gleichungen JS , A ( |, = 0, JS/jJ t = erfüllt sind, müssen Si&S* 
die Function X annulliren, folglich auch 2v i f i {cp l (p 2 (p^) = befriedigen; d.h. 
alle Werthsysteme r k , welche irgend zwei Formen ^^f, ^pif annulliren, 
bewirken dasselbe für jede andere Form ^rj t ; ausgenommen ist das eine, 
dessen entsprechende Werthe § die beiden Gleichungen 21^ = 0^ J£7/,£<=0 
liefern. Da die Grössen l, u ganz willkürlich geblieben sind, so entspricht 
den Werthen von £i£ 2 b3 in der That nur ein System riityty. 

Irgend zwei Curven des Netzes schneiden sich somit in Punkten, die 
bis auf einen für das ganze Netz fest bleiben. Dieser eine variirt von Curve 
zu Curve. 

Die festen Punkte werden wir im Folgenden die Fundamental-Punkte des 
Systems y nennen. — Das Gesagte gilt ebenso für das dem System x entsprechende 
Netz -27^ = 0. Das bis jetzt Gefundene reicht vollkommen hin, um die 
unbedingte Umkehrbarkeit der Substitution p^ = /tCsfijfzjh) zu bewirken. In der 
Thät haben vermöge dessen zwei Curven von der Form xJiitj^y^-Xif^xy^y^O^ 

13* 
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XifziUiUiy*)— ^3/2(^1^^3) = alle Schnittpunkte y bis auf einen mit der dritten 
Xif i {y i y 7 yz)--x l f z {y l y2y^=^0 gemeinschafilich. Die Coordinaten dieses einen 
Schnittpunktes sind somit rational durch die Coefficienlen , d. h. durch die 
Grössen x^x^x^ darstellbar. 

Die allen Curven des Netzes gemeinsamen Fundamenlal-Punkte werden 
nicht durchweg die Geltung einfacher Schnittpunkte haben. Durch eine lineare 
Zusammenstellung können wir es als bewirkt voraussetzen, dass jeder der 
Fundamental-Punkte den gleichen Grad der Vielfachheit für die drei Linien /-=0 
besitzt. 

Ich behaupte nun, dass sämmtliche vielfachen Punkte, welche erforder- 
lich sind, um die Curven des Netzes zu Curven vom Geschlechte /?=0 zu 
machen, in den Fundamental-Punkten liegen. Denn wäre in diesen die hin- 
reichende Anzahl noch nicht vereinigt, so mflsste jede Curve ^^f t = ausser 
den festen wenigstens noch einen Doppelpunkt besitzen ; d. h. es müssten für 
jedes Werthsystem l die Gleichungen 

Slip- = 0, Sltp- = 0, J£7,#- = 

<fyi oy% dy> 

erfüllbar sein. Die Elimination der X giebt für die y die Bedingung ^(/i/ , 2 / 3 )=0, 
wo J(f k f 2 f z ) die Functional-Determinante der Functionen f t f 7 f 5 bedeutet. Allein 
jedem Punkte von J = entspricht alsdann nur ein Werthsystem X, und man 
würde also nur eine einfache Unendlichkeit von solchen erhalten. Soll aber 
jedes beliebige System l x l 2 X z erhalten werden, so müssen die drei Gleichungen 
sich auf eine reduciren; d.h. es muss sein 

<tyi " <ty, " <ty, dy, * <fy. ' dy s dy t ' dy t * öy s » 

was gegen die Voraussetzung ist, dass /i, f 2 , fr keinen gemeinschaftlichen 
Factor besitzen. Daraus folgt, dass es Curven im Netze 2 Iß = giebt, die 
ausser den in den Fundamental-Punkten gelegenen keine mehrfachen Punkte 
besitzen, dass somit die für das Geschlecht Null nothwendige Zahl derselben 
für alle gemeinsam ist. 

Bezeichnet man die Fundamenlal-Punkte des Systems y durch /?j,/? 2 , . . .p r9 
wo p k zugleich diejenige Zahl vorstelle, welche die Vielfachheit des ihr zuge- 
hörigen Punktes angiebt, so bestehen, da der variable Schnittpunkt im All- 
gemeinen ein einfacher ist, die beiden charakteristischen Gleichungen 

2p\=n*-\, iSW-i) = i(fi-i)(fi-2) 

Jr=l ir=^l 
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oder hieraus 

(2.) 2!pl = n'-l, S>* = 3(*-1). 

Diese beiden Gleichungen, welche noch eine grosse Willkür in der Wahl der 
nicht einmal ihrer Anzahl nach bestimmten Zahlen p k zulassen, gestatten doch 
einen Schluss, der die Zurfickführung der umkehrbaren Substitution » Ur Ordnung 
auf gewisse elementare ermöglicht. 

§2. 

Der wesentliche Unterschied zwischen einer eindeutigen (umkehrbaren) 
Beziehung höhern Grades und der gewöhnlichen linearen besteht darin, dass 
in vollem Umfange nur diese letzleren eindeutig sind. Bei den nichtlinearen 
erleidet die Eindeutigkeit stets Ausnahmen, indem es in jedem der beiden 
Sysleme Punkte giebt, denen im andern ganze Linien, d. h. unendlich viele 
Punkte entsprechen. 

Nach unserer Bezeichnung können in dieser Hinsicht nur solche Werthe 
y i von der allgemeinen Regel abweichen, welche /i, /* 2 , f 3 zugleich annulliren; 
d. h. die Fundamental-Punkte des Systems y. 

Nach bekannten Methoden, wie sie auch schon bei Betrachtung ein- 
deutiger Transformalionen in Bezug auf eine zu Grunde liegende algebraische 
Gleichung in der Theorie der Abelschen Integrale benutzt werden, beweist 
man, dass jedem einfachen Fundamental-Punkte eine Gerade 9 jedem k fachen 
eine Curve k ter Ordnung vom Geschlecht Null entspricht. Ist nämlich rj^rjy 
ein einfacher Punkt, in welchem /i, f 2 \ fr gleichzeitig Null werden, Z^fa £3 
ein variabler Punkt irgend einer Geraden der Ebene, so sind 171+a^, ty>+«£2> 
%+«& die Coordinaten eines Punktes der Geraden (17, £), welcher mit a variirt. 
Einem solchen Punkte entspricht im System x der Punkt 

* 

Lassen wir den Factor a fort und alsdann a Null werden, d.h. den Punkt 
auf der Geraden (77, £) sich immer mehr r\ nähern, so entspricht ihm schliesslich 
der Punkt 

also ein solcher, der von 'Q> d.h. von der Geraden abhängt, auf welcher der 
variable Punkt sich 77 genähert hat. Variirt £ auf der beliebigen Geraden 
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so liegen alle entsprechenden Punkte x auf einer Geraden, deren Gleichung 



X± X 2 X$ 



dt] x dtj x dt]* 
df t df t df, 



= 



dm du dfix 

ist, worin x, l irgend zwei unter den Zahlen 1, 2, 3 bedeuten. 

Es sei jetzt allgemein tj^ti^ ein / fache r Punkt von /i = 0, /i = 0, / , 3 = 0, 
so verschwinden in der Taylor sehen Entwicklung sämmtliche Ableitungen von 
/■ nach r\ bis zur / ten , und wir können, unter Beibehaltung der eingeführten 
Bezeichnung, nach Weglassung von a 1 als Factor, setzen 

Dem Punkte, der längs der Linie (rj 9 £) mit rj zusammenfällt, entspricht also 
der Punkt 

0k>r jLV, Lässt man 'Q auf hrer Geraden variiren, so beschreibt x eine Curve / tcr Ord- 

nung vom Geschlecht Null. 

In gleicher Weise entspricht einem A fachen Fundamentalpunkte des 
Systems x eine Linie Ar ter Ordnung vom Geschlecht Null im System y. Diese 
Linien, welche Punkten entsprechen, haben eine einfache Bedeutung, welche 
hier in Kürze angedeutet werden mag. 
Es war 

fiiViWVs) = x i .X(x l x 2 x 3 ). 

' Jedem Punkte x der Linie X = entspricht ein Punkt y l y 2 yz vermöge der 
Gleichungen 

welcher zugleich auf f 1 (y l y 2 yd = 0, /UsfiSbSb) = 0, /j> (y 1 #2 y 3) = liegt. 

Die Curve 

X(x n x 2 , a? 3 ) = 

repräsentirt somit in ihren irreductibeln Factoren diejenigen Linien im System 
x 9 welche den Fundamentalpunkten des . Systems y entsprechen. Da jedoch 
die Zahl der Schnittpunkte von f t =f 2 =:f 3 z=0 endlich ist, so folgt aus obigen 
Gleichungen, dass für sämmtliche Punkte -von X=0 die Functionen 9>i,</> 2 , y 3 
einer endlichen Anzahl von Werlhen y t y 2 yi proportional bleiben. Ist also 
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P(x t x 2 x z ) irgend ein irreductibler Factor von X, so darf man setzen 

#2^3 — 0392 = P - 01 («1*2*3)1 03^1— yi<jP 3 = ^.02(^1*2*3), 

y 1 <pi — 1/2 <p 1 = P . 03 (*i #2 #3)1 

oder wenn wir allgemein die Ausdrücke 



Aj A2 A3 

yi y* yj 

y» <Pl <P3 

resp. durch ./tf, 34 bezeichnen, • 



Vi 
<Pi 






Mi 

y* 



<p% q>i 



M = P.2fi i Q i . 



Aus diesen beiden Gleichungen folgt, dass die Determinante 



A L 

d(pi 



A 2 
dtpt 



2Püür 2p i7 rr 2pi 



A 3 
M 3 



dx t 



res P- af . 



'Ar,' 



dcpi 






2pi-äzr 2p i7 rr Zpi 



M 3 



Hl Ü2 Vi 

i-i M *j 
Hi fh jU 3 



dx l T t ' i dx t 

durch P theilbar ist, sobald wir unter A t , . . . , M t , . 

unter p L p 2 pz willkürliche Constanten verstehen. Nun ist aber identisch 

A L A 2 A z 

= ^((pwyJ.ipiyi+Pii^+Piys) 
dx t 7 ri dx t r^dx, 

folglich ist die Functionaldeterminante der (p:^((pi(p 2 (pz) durch jeden irre- 
ductibeln Factor P von X{x l x 2 x i \ somit auch durch dasProduct aller theil- 
bar. Da aber X(x l x 2 x 3 ) = 0, wie oben bemerkt wurde, sich aus sämmtlichen 
Linien zusammensetzt, welche den Fundamentalpunkten des Systems y ent- 

sprechen, so folgt aus der Gleichung <£p k = 3(n— 1), dass das Product der 

irreductibeln Factoren von X vom Grade 3(w— 1], und folglich mit 4((pi<f2<P3) 
bis auf einen constanten Factor identisch ist. — 



§.3. 

Bevor ich dazu übergehe, die allgemeinen Beziehungen anzugeben, 
welche zwischen einander entsprechenden Formen in x und y bei der eindeuti- 
gen Transformation n tex Ordnung statthaben, will ich in diesem Paragraphen die 
charakteristischen Eigenschaften der sogenannten quadratischen Transformation 
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voraufschicken, insoweit sie für die Folge, insbesondere für die Herleitung 
des Hauptsatzes in §. 4 erforderlich sind. 

Man nennt eine eindeutige Transformation quadratisch, sobald fiiyit/it/i) 
Functionen zweiten Grades sind. Aus den im ersten Paragraphen gefundenen 
Gleichungen (2.) ersieht man, dass für » = 2 nur der eine Fall möglich ist, 
dass die Curven /i = 0, f 2 = 0, fc = drei einfache Punkte gemeinschaftlich 
haben. Solche drei Formen lassen sich auf zwei wesentlich verschiedene 
Arten mit linearen Factoren so multipliciren , dass die Summe identisch ver- 
schwindet. Bezeichnen wir zwei solche Systeme linearer Formen durch A i9 B i9 
so dass 

A < = *4/" y » Bi = »S> f *' * = 1 , 2, 3, 
so ist identisch 2:A i f i = O i ÜBJ.^O. 

Die Beziehung zwischen x und y lässt sich somit auch durch die beiden 
Gleichungen darstellen : 

(3.) <£M< = 0, -£<r^ = 0. 

Zwei solche in Bezug auf x i und y x bilineare Gleichungen geben also die ein- 
fachste nichtlineare Beziehung. Sie ist diejenige, welche sich beim Auf- 
suchen eindeutiger Relationen naturgemäss zuerst darbietet und auch lange 
Zeit als die einzige eindeutige gegolten hat. Nach Steiner, den ich in der 
Einleitung erwähnt habe, ist hauptsächlich die interessante Abhandlung von 
Seidewitz: „Darstellung der geometrischen Verwandtschaften mittelst projec- 
livischer Gebilde" (Crunerts Arch. Th. VII.) zu nennen. 

Ebenso wie im System y, ist auch im System x die Zahl der Fundamental- 
punkte gleich 3. Wir bezeichnen diese durch die Buchstaben a ( , a 2 , a 3 , jene 
durch ß , $ , /:?3 , so dass den Punkten a„ a 2 ,a 3 resp. die Geraden ßißsißsßi, 
ß x ß 2 in y, und folglich den Punkten /^ , ß 2 , /? 3 die Geraden a 2 cr 3 , «3^, a t a 2 in 
x entsprechen. Jeder Geraden in x entspricht ein Kegelschnitt in y, welcher durch 
ßi, ßn ßi geht, und umgekehrt. Die Eindeutigkeit der Beziehung erleidet nur 
Ausnahmen in den Fundamentalpunkten. Da dem Punkte a L die Gerade ß 2 ß z in 
y entspricht, so entspricht dieser Geraden nur ein Punkt (a x ) in x. Da aber ß 2 ßi 
die Punkte /:??, ß s enthält, denen die ganzen Geraden a^a n a L a 2 entsprechen, 
00 hat der Satz, dass jeder Geraden in dem einen System ein Kegelschnitt in 
dem lindern entspricht, welcher durch die drei Fundamentalpunkte geht, keine 
Ausnuhme in diesem besonderen Falle. So aufgefasst, ist auch das Resultat in 
dem allgemeinen Falle leicht zu erkennen. Einer Curve C von der n Un 
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■ 

Ordnung im System x entspricht in y eine Curve C" von der Ordnung 2». 
Da C die Geraden a 2 a 39 a^a^ a, a 2 in je n Punkten schneidet, denen 
immer nur ein Punkt (resp. /J M ^,/J 3 ) in y entspricht, so geht C" durch die 
Punkte ß n ß 2 , ßz je n mal. Geht allgemein C durch die Punkte a t , a*, a 3 
resp. Ar n &2, Ar 3 mal, so ändert auch dies am Grade von C nur insofern, als 
gewisse feste Theile abgesondert werden, nämlich die Geraden ß 2 ßi, ßzßn 
ß x ß 2 resp. & t , Ar 2 , Ar 3 fach. Ausserdem bleibt also noch eine Curve vom Grade 
2»— (M-M-Ar 3 ) zurück, welche durch die Punkte ft, /? 2 , ß z resp. n— (Ar 2 +Ar 3 ), 
»— (&3+&i)> »— (*i+*2) mal hindurchgeht. 

In dem besonderen Falle, wo die linken Seiten der beiden Gleichungen 
(3.) In Bezug auf die Grössen x und y symmetrisch sind, d. h. wenn a a = a H ^ 
b ik =b H , ist die geometrische Repräsentation des Entsprechens bekanntlich eine 
sehr einfache, sobald wir die Ebene der x und y. zusammenfallen lassen. Es 
lassen sich alsdann in dieser Ebene zwei Kegelschnitte 5 n S 2 finden, derart 
dass je zwei einander entsprechende Punkte x> y in Bezug auf S v und S 2 
einander conjugirt sind. Die Punkte /? n ß 2 , ß 3 fallen resp. mit a M a 2 , a 3 
zusammen Und bilden das den Kegelschnitten 5 t , S 2 gemeinschaftliche Tripel 
conjugirter Punkte. Für die Folge bemerke ich, dass zu beliebig gewählten 
Fundamenlalpunkten sich stets unendlich viele symmetrische quadratische Sub- 
stitutionen aufstellen lassen. 

Zum Schlüsse führe ich noch speciale Fälle an, die bisher nicht be- 
achtet worden zu sein scheinen, für unsere Zwecke jedoch unter Umständen 
von Wichtigkeit sind. 

Wenn nämlich die beiden Kegelschnitte 5 n S 2 eine einfache Berührung 
haben, dann fallen für unsere Aufgabe zwei der Punkte ä £ , a 2 , a 3 (etwa c^ 
und a 3 ) zusammen. Allen Geraden entsprechen alsdann Kegelschnitte, welche 
einen einfachen Punkt (<*i) und zwei unendlich nahe (a 2 a 3 ) gemeinschaftlich 
haben. Bezeichnet man den Berührungspunkt von S t und S 2 durch P, die 
beiden noch übrigen Schnittpunkte durch Fi, F 2 , den Schnittpunkt von P X P 2 
mit der Tangente in P durch P 3 , so gehen die allen Geraden der Ebene 
entsprechenden Kegelschnitte durch P 3 und berühren sich in P längs der 
Geraden FF 4 , welche mit PP n PP 2 , PP 3 vier harmonische Strahlen bildet. 
Einer Curve » ter Ordnung entspricht eine Curve 2» ter Ordnung, welche in F 3 
einen n fachen, in P längs der Geraden PP* zwei unendlich nahe n fache Punkte 
besitzt. Umgekehrt, so oft eine Curve durch P 3 und P geht, fallen bei der 
transformirten Linie resp. die Geraden P/\, PP 3 heraus. Geht jedoch die 
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Corve in P auch noch durch den unendlich nahen Punkt von PP A , so fallt PP % 

doppelt heraus. 

Haben die allen Geraden entsprechenden Kegelschnitte J£7</i=0 eine 
Berührung zweiter Ordnung, also 3 unendlich nahe Funkte gemein, so bilden 
diese unsere 3 Fundamentalpunkte; die beiden zu Grunde liegenden Kegel- 
schnitte &i, S 2 haben gleichfalls eine Berührung zweiter Ordnung. Einer 
Curve » ter Ordnung entspricht in diesem Falle eine Curve 2it ter Ordnung mit 
3 zusammengefallenen n fachen Punkten, u. s. f. 



§. 4. 

Zu einer eindeutigen Transformation i» ter Ordnung fibergehend, können 
wir dieselben einfachen Principien anwenden. Einer beliebigen Geraden in 
x entspricht in y eine Curve » ter Ordnung, welche durch sämmtliche Funda- 
mentalpunkte geht, und zwar p k mal durch einen Punkt p k . Einer Curve C 
von / ter Ordnung in x entspricht in y eine Curve C n.£* x Ordnung, welche 
l.p k ma\ durch jeden Fundamentalpunkt p k hindurchgeht. 

In der That entspricht dem Punkte p k eine Curve p k teT Ordnung in x, 
und so oft diese von der Curve C getroffen wird, entsteht ein Punkt im 
System x 9 dessen entsprechender p k ist. — Einem Fundamentalpunkte von der 
Ordnung q k in x entspricht eine Linie A q k ten Grades in y; die Ordnungen 
der Fundamentalpunkte, durch welche diese geht, haben zur Summe n.q k . 
Denn der Linie A entspricht in x eine andere vom Grade n.q k9 die jedoch 
nur aus solchen zusammengesetzt sein kann, welche Fundamentalpunkten in y 
entsprechen. Eine Erniedrigung des Grades der transformirten Curve kann 
nur dadurch stattGnden, dass gewisse Linien fortgelassen werden, welche für 
die Transformation fest sind. 

Um nun eine Transformation n ieT Ordnung in quadratische aufzulösen, 
bedenken wir, dass bei einer symmetrischen quadratischen Transformation einer 
Curve C vom Grade n, welche durch die 3 Fundamentalpunkte resp. &i, & 2 , Ar 3 mal 
hindurchgeht, eine Curve C vom Grade 2n—(k l + k 2 + k 3 ) entspricht, und 
wählen drei Fundamentalpunkte p { , p 2 , p 3 des Systems y als ebensolche einer 
quadratischen symmelrsichen Transformation, durch welche y 4 mit neu einzu- 
führenden Grössen y\ zusammenhängen soll. Es sei diese p\ y< = f[ (y{ y 2 yi), 
<j'.y'i = (p'i(yiy2yz)- Hierdurch ist ein Zusammenhang zwischen den Grössen 
x i x 1 x i und ylyiys hervorgebracht, der offenbar eindeutig ist, der Natur seiner 
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Entstehung nach. Es ist nämlich 

T.x 4 == fitflfcfi), co ,y\ = 9; {(PWWz). 
Nunist/^/i'/i'/i'^O nichts als diejenige Curve, welche der Curve A(yiy2y 3 )=0 
vermöge der quadratischen Substitution im Systeme y' entspricht. Sämmtliche 
fi(9i9*t/i) — gehen aber durch die Fundamentalpunkte resp. p L , p 2 , /? 3 mal, 
wie aus der getroffenen Wahl unmittelbar hervorgeht. Es werden somit die 3 
Corven /1(/J/5Ä) = 0, A(/iA/s) = 0, /i(/,/t # A)=0 die Geraden (/> 2 /> 3 ), (^ 
(j9|j9 2 ) resp. /?!, jb, j9 3 mal enthalten. Nach Fortlassung dieser überflüssigen 
Factoren bleibt eine Relation von der Form: 

wo tpi nur noch eine Function vom Grade 2»— (pi+pi+pj darstellt. 

Durch dieses Mittel ist die allgemeine Beziehung * ten Grades in zwei 
andere zerlegt, von denen die eine eine quadratische &.y\ = <pi{yiy 2 y*), die 
andere vom Grade 2n— (pi+pz+Pz) ist. Beide zusammen repr&sentiren die 
ursprüngliche. 

Eine wesentliche Vereinfachung ist hierdurch nur dann eingetreten, so- 
bald die Zahlen p L , p 2 , /h so gewählt sind, dass pi+p 2 +p 3 > n, in welchem 
Falle 2n — (p l + p 2 +Ps)<in, d.h. y, von niederem als n*** Grade ist. Im 
Folgenden soll dargethan werden, dass eine solche Wahl immer möglich ist, d.h. 
wenn pi,p 2 , ... p k , ••• p r positive ganze Zahlen sind, welche den Bedingungen 

Jjtf = «*-!, S"^ = 3(»-l) 

genügen, auch immer 

P1+P2+P3 > n 
ist, sobald die Grössen so geordnet sind, dass Pi^P2^Pi- • • ^Pr- 
üm die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, schicke ich folgenden 
Hilfssatz voraus. 

Wenn für jedes System ganzer, positiver Zahlen /*,, p 2 , . . . p k , . . ., 
welches die Bedingungen 

2p k = 3 (»— 1), 2p\ j> »*— 1, Pi^ipi^lPf- 

erfüllt, die Ungleichung stattfindet 

Pi+Pi+P* > n, 
so findet dasselbe auch für n + 1 statt; d. h. aus den Relationen 

?i-f Jrf-ft+— = 3», tf +tfa + Sf*+— S (n+1) 2 — 1 

folgt auch noth wendiger weise 

qi+q2+qs > (»+* )* wo q t 2> g 2 ^> q 3 ;> . . . . 

14* 
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Beweis. Gesetzt, es fände dies Dicht statt, sondern 01+02+03 = 11+1—«, 
a^>0. Dann liefern die Zahlen ^ — 1, 02—1, q 3 — 1, q*, 5 , ... ein System 
von Zahleu r ky welche den obigen Bedingungen für die Zahlen p k genügen. 
Ordnen wir so, dass r, ^>r 2= ^r 3 _^ ..., so ist -2 , r 4t = 3(n— 1), 2r\ = 
^ql -2(0 x +0 2 +0 3 ) + 3, also -Sr5>» 2 +2a + l>ii , -l. Gemäss der Vor- 
aussetzung des Satzes muss M- r 2 + r 3 >> n stattfinden. Nun ist es aber klar, 
dass, der Definition der Grössen r zufolge, die Summe der drei grössten 
unter ihnen zwischen zwei Grenzen eingeschlossen bleibt. Es ist nämlich 
tfi+02+03 ^= r t +r 2 +r z 2> (flfi-l) + (0r- l) + (0s— 1)> oder r x +r 2 +r 3 = (0 1 +0 a +0 3 )-3+«, 
wo a einen der Werthe 0, 1, 2, 3 haben kann, und nach Einsetzung des 
Werthes für (01+02+03) wird fi+r 2 +r 3 = »—2+6— a. Da aber andererseits, 
wie wir gesehen haben, ri+r 2 +r 3 > i» sein muss, so stellt sich die supponirte 
Gleichung: 0i+0 2 +03=»+l— « als unzulässig heraus, mit alleiniger Ausnahme 
des Falles, wo a=0, e=3 ist. Dies kommt darauf hinaus, dass 0i+0 2 +0 3 =»+l 
und 0! = 2 = q 3 = 04 = 05 = 6 ist. Eine einfache Ueberlegutig beweist in 
der That, dass £=3 die Gleichheit der drei ersten Grössen q nach sich zieht. 

• 

Bilden wir sodann aus den Grössen q t , q { , t , 4 , 5 , 6 , . . . die Zahlen- 
reihe der r> so sind dieselben repraesentirt durch : q L — l,0i— l,0i— 1,0 4 , 8 , 6 , 

Soll nun die Summe der drei grössten unter ihnen r^^r^ gleich 0i+0 2 +0 3 , 
d. h. =30i werden, so kann dies nur dadurch erzielt werden, dass 04=0 5 =0 6 =0 4 
ist. In diesem besondern Falle setzen wir q k = tn, dann ist unter Berücksich- 
tigung, dass w+l = 3ira: 

07+08+-- = 3» — 6m = 3(m— 1), \ m >a >a 

Nun geht aus der Identität 

(a-l)M-(Rl) 2 = (a 2 +6 2 ) + 2(6-a+l) 

hervor, dass die Summe der Quadrate eines Systems von Zahlen sicher 
dadurch nicht verkleinert wird, * dass wir von den kleineren unter ihnen Ein- 
heiten fortnehmen und sie den grösseren zulegen. Wir operiren nun in 
der Weise, dass wir von dem kleinsten der q solange Einheiten zu q 7 legen, 
bis dieses = m wird. Reicht das letzte q hierfür nicht, so ziehen wir nach 
Erschöpfung desselben auch das vorletzte hinzu. Ist dies geschehen, so ver- 
fahren wir ebenso mit 8 , bis dieses —m wird; endlich mit q 9 , bis es 
=m— 3 wird. Hierdurch sind alle späteren q vernichtet, und wir haben Alles 
auf die 3 Grössen reducirt m, m, m — 3. Die Summe ist unverändert, die 



... . 
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Summe der Quadrate aber ist grösser geworden. Sie ist aber jetzt 
= m 7 +m 2 + (m — 3) 2 , d. h. kleiner als 3m 7 — 1. (Der noch mögliche Fall 
m = 1 schlresst sich leicht aus.) Hiermit ist die Richtigkeit des Salzes für 
n+1 erwiesen, sobald er für n gilt. Für n= 2 sind aber die Bedingungen 
2p k = 3(a— 1), 2p\ > n 7 —\ nur durch die Zahlensysteme 1, 1, 1; 2, 1; 3 
erfüllbar, und somit pi+/* 2 -f Pz > 2. 

Auf diese Weise ist die Möglichkeit dargelhan, durch Einführung neuer 
Grössen mittelst quadratischer Substitutionen den Grad der Transformation 
mindestens je um eine Einheit zu erniedrigen, Ist also die ursprüngliche Be- 
ziehung » ten Grades von der Form 

t 

so kann man eine gewisse Anzahl neuer Grössensysteme 

y'Ms, ylylyU . . ., yPyPyP, 

so einführen, dassje zwei aufeinanderfolgende (y[ k) yi k) yi k) ) und (# ( i* +l) y[ k + l) yi k+l) ) 
durch eine eindeutige quadratische Substitution mit einander zusammenhängen, 
und dass eine ebensolche Beziehung zwischen t/i und y\, y\ p) und x t stattfindet. 
Dadurch ist die allgemeine eindeutige Transformation in eine Anzahl qua- 
dratischer aufgelöst. Sobald die zu Grunde liegende Transformation zusammen- 
gefallene Fundamentalpunkte besitzt, ist man unter Umständen genöthigt, auch 
solche quadratische Transformationen zu wählen, wie sie am Schlüsse des §. 3 
angeführt sind. — 

Von den vielen Fragen, welche sich an diesen Gegenstand schliessen 
lassen, will ich nur zwei erwähnen : die Frage nach sich selbst entsprechenden 
Punkten und nach sich selbst entsprechenden Linien. 

Die erstere kommt nach den letzten Ausführungen auf folgende zurück: 
Es hängen y 4 mit y- 9 y! mit y", . . . yj p ~ l} mit y& durch je eine quadratische 
Substitution zusammen; wie oft geschieht es, dass y\ mit y\ p) zusammenfällt? 
Allgemein gehalten, ist die Frage leicht zu beantworten, doch können in be- 
sonderen Fällen beträchtliche Ausnahmen vorkommen. Ist /? = 3, so geschieht 
es im Allgemeinen sechsmal. Für den Fall symmetrischer Transformationen 
bedeutet dies geometrisch : Wenn vier Kegelschnitte in einer Ebene liegen, so 
giebt es sechs Punkte von der Eigenschaft, dass die vier Polaren sich in einem 
Punkte treffen. Man kann zeigen, dass diese sechs Punkte die Ecken eines 
vollständigen Vierseits bilden, d.h. viermal zu dreien auf Geraden liegen. 
Sind die Gleichungen der 4 Kegelschnitte Si = 0, S 2 = 0, S 3 = 0, S 4 =0, die 
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der 4 Geraden £i=0, £3=0, Lj=0, £ 4 =0. so kann man setzen S>= £a\L\, 
i=i, 2, 3, 4; d. h. 

„Vier quadratische ternäre Formern lasse* sich hm Allgemeinen gleich- 
zeitig linear durch die Quadrate ton rier linearen Formen darstellen" 

Was die zweite Frage betrifft« so ist es klar, dass es bei einer all- 
gemeinen Transformation keine Corve giebt, die sieb selber entspricht. Bei 
der symmetrischen quadratischen, welche wir auf die einfache Form 

redneirt annehmen, ist es leicht, Curven von beliebig hohem Grade zu con- 
struiren, die sich selbst wiedererzeugen. Behalten wir die alte Bezeichnung 
der Fundamentalpunkte durch a t , a,, a 3? durch welche die Curve C resp. 
*i ? *>• Ajinal geht, bei, so ist die erste Forderung, damit die transformirte 
Curve C von demselben Grade n wird, wie C: *rr*2+*j = ». Es sei nun 

die Gleichung von C. dann gehen zwei Glieder von der Form 



nach der Transformation anter Fortlassung des Factors rfy^yS 1 über in: 

Es wird somit 0" mit identisch sein, sobald die Beziehung stattfindet: 

Hierdurch ist die Möglichkeit gegeben, Curven von jedem Grade herzustellen, 
welche sich selbst wieder erzeugen. — 

Breslau« im Juni ISTiX 
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Ueber die Druckkräfte , welche auf Ringe wirksam 
sind, die in bewegte Flüssigkeit tauchen. 

(Von Herrn Ludwig Boltzmann in Graz.) 



JtjLerr Kirchhoff hat in einer Abbandlang im 71 ten Bande dieses Journals 
nachgewiesen, dass auf zwei unendlich dünne in einer bewegten Flüssigkeit, 
die in der Unendlichkeit ruht, befindliche Ringe von der Flüssigkeit Druck- 
kräfte ausgeübt werden, deren Moment für irgend eine Verrückung gleich dem 
Moment der Kräfte ist, mit welchen die Ringe auf einander wirken würden, 
wenn gewisse elektrische Ströme in ihnen flössen. Er knüpft daran die Be- 
merkung, dass demzufolge die Ringe scheinbar dieselben Kräfte auf einander 
ausüben, wie diese elektrischen Ströme. Diese Bemerkung hat aber nicht all- 
gemeine Gültigkeit*); wenn die Ringe in Bewegung sind, so können die mit 
einander verglichenen Kräfte sich noch durch Kräfte unterscheiden, die von 
der Bewegung der Ringe abhängen, und deren Moment für jede Verrückung 
gleich Null ist. In der That zeigt die Rechnung, dass dies der Fall ist. 

Da Herr Kirchhoff den Beweis für die Richtigkeit des von ihm gefundenen 
Werthes der in der Flüssigkeit enthaltenen lebendigen Kraft nur für den Fall 
eines kreisförmigen Querschnitts der Ringe geliefert hat, so will ich mit der 
allgemeinen Berechnung der in der Flüssigkeit enthaltenen lebendigen Kraft 
für nicht kreisförmige Ringquerschnilte den Anfang machen; hierauf soll ge- 
zeigt werden, wie dieselbe vermittelst des sogenannten Hamillonschen Principes 
zur Berechnung der auf die Ringe wirksamen Kraft angewendet werden kann, 
wobei sich zeigen wird, dass die Art und Weise, wie zuerst die Herren Thomson 
und Tait dieses Princip auf Probleme der Hydrodynamik angewendet haben, im 
Allgemeinen eine unerlaubte ist, in den von diesen Herren betrachteten Fällen 
aber in Folge des Verschwindens gewisser, Glieder zu keinem fehlerhaften 
Resultate führt. Zum Schlüsse endlich will ich die directe Bestimmung der 



*) Als ich Herrn Kirchhoff in einem Gespräche auf diesen Umstand aufmerksam 
machte ; tb eilte er mir mit, dass auch er ihn bereits bemerkt habe. 
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auf jedes Oberflächenelement der Ringe wirksamen Druckkräfte in einer etwas 
allgemeineren Weise ausführen, was auch der einfachste Weg zu sein scheint, 
um zu dem für unendlich dünne Ringe geltenden Resultate zu gelangen. Es 
sei eine reibungslose Flüssigkeit von einer allseitig geschlossenen Fläche 
umgrenzt. In derselben seien beliebig viele Körper eingetaucht, von denen 
alle oder doch einige einen mehrfach zusammenhängenden Raum erfüllen. An 
jedem Punkte der Flüssigkeit soll ein im Allgemeinen mehrdeutiges Geschwindig- 
keitspotential existiren. Ausser dem in der Flüssigkeit herrschenden Drucke 
sollen keine Kräfte auf die Flüssigkeitstheilchen wirken. Setzen wir zuerst 
voraus, sämmtliche eingetauchte Körper befinden sich in Ruhe; wir können 
uns einen für die folgenden Untersuchungen sehr brauchbaren Ausdruck für 
das Geschwindigkeitspotenlial auf folgende Art verschaffen. Bezeichnen wir 
die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Flüssigkeit mit x 9 y, & die 
Componenten der daselbst herrschenden Geschwindigkeit c mit u, e, w; ferner 
dieselben Grössen für einen anderen Punkt mit x\ y\ z>\ u 9 f>\ tv'; endlich 
mit r die Entfernung beider Punkte und definiren drei Grössen A, B, C durch 
folgende über den ganzen von der Flüssigkeit erfüllten Raum auszudehnende 
Integrale : 

so ist: 

M ^ - £Üd_L d ' Ä _L A * A - d * B i d ' B I d%B _ d%C > d * C . d ' C 

ferner 

Von der Richtigkeit der letzten Gleichung überzeugt man sich, indem man 
jeden dieser Ausdrücke in folgender Weise transformirt : 

und bedenkt, dass im ganzen von der Flüssigkeit erfüllten Räume 

rfu de dw __ ~ 

dx dy dz ~~ 

und an seiner Oberfläche lu+/iv + vw = ist, wenn i, /u, v die Richtungs- 
cosinus des betreffenden Oberflächenelementes sind. Der Umstand , dass der 
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von der Flüssigkeit erfüllte Raum «in mehrfach zusammenhängender ist, stört 

die Richtigkeit dieser Transformationen nicht, da ja u, t>, w überall eindeutig 

* ■ • . • * 

sind. Setzt man ferner: 



L = 



dB 



dö 



da; dt ' 



N = 



dA 



dB 

dx 



d* dy ' du da ' dy 

und transformirt die Differehtialquötienten von A, B, C in derselben Weise 
wie früher, so erhält man mit Rücksicht auf .die Gleichungen: -j-^-p, 

dw du du dt) * * * > 

-r- ='t-^ T- =3— Folgendes: 



rf* ' dy * da; 
4nJ r • 



AT 



= 4^/« 



do 



VK„ — Xlt>h 






wobei do ein Element der Flüssigkeitsoberfläche, ti a , ü a , tr a die daselbst herr- 
schenden GesQhwindigkeitscomponenten und X y ^ y die Cosinus der Winkel 

sind, welche die ins Innere der Flüssigkeit hinein auf do errichtete Normale 

.i • • • • . 

iftit den. positiven Coordinatenaxeii bildet. Die, Integration ist Über, die ge- 
sammte Flüssigkeitsoberfläche , also sowohl die Oberfläche der eingetauchten 
Körper als auch die Begrenzungsfläche O zu erstrecken. Nun ist aber 

d} *' dM = d*A d*A r d*A d fdA dB dC\ = 
dy dz "^ dx*- dy r dz* dx vte dy dv' 

in Folge der Gleichungen (1.) und (2.).' 'Wir erhalten daher: 

■ , • ... 

1 f.do 

(3.) u =; -^J^[(y-y')(i.v a -,uüa)-(*-*)(v«a-faa)l 

Entsprechende Ausdrücke ergeben sich für t> und %o. Man sieht die Identität 
dieöer Rechnung mit der von Herfn Heimholt* in seiner Theorie der Wirbelbewe- 

• 

gung ausgeführten. Ich wiederholte sie hier bloss, um die Anwendbarkeit der 
Formeln des. Herrn Heimholte für den Fall eingetauchter Körper analytisch in be- 

Weisen. Wir können uns von derselben übrigens auch durch folgendes Räsonne- 

. • • • 

raent überzeugen, .Wir denken uns die Fläche plötzlich hin weggenommen und 
unsere Flüssigkeit rings mit ruhender gleichartiger Flüssigkeit umgeben. Gleich- 
zeitig nehmen wir auch sämmtliche in die Flüssigkeit tauchende* Körper hinweg 
und erfüllen ihren Platz mit ruhender Flüssigkeit. Es soll nun während eines 
Momentes Reibung zwischen .der neuhinzugekommenen und der ursprünglich 
vorhandenen Flüssigkeit stattfinden, die jedoch augenblicklich wieder aufhört. 
Es werden sich in Folge dessen sämmtliche Begrenzungsflächen der Ursprung- * 
lieh vorhandenen Flüssigkeit mit einer unendlich dünnen Schicht rotirender 
Flüssigkeitstheilchen überziehen, sie werden das, was Herr Heimholt* Wirbel- * 
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flächen genannt hat. Der Druck der Flüssigkeit wird zu beiden Seiten irgend 
eines Elementes dieser Wirbelflächen im allgemeinen verschieden sein, die- 
selben würden sich also sogleich zu bewegen und zu deformiren anfangen. Wir 
können dies jedoch verhindern, wenn wir auf jedes Flächenelement von Aussen 
eine Kraft wirken lassen, welche den auf dasselbe wirkenden Druckkräften 
das Gleichgewicht hält. Dann bleiben sämmtliche Wirbelflächen in Ruhe und 
die Bewegung der Flüssigkeit ist also dieselbe wie im Falle, wo ihr Inneres 
durch die festen Körper ersetzt war. Jene Druckkräfte, welche auf die Aussen- 
seite der Wirbelflächen wirken, sind dieselben, denen im ersten Falle die Ober- 
flächen der festen Körper ausgesetzt waren. Auf das letztere Problem aber sind 
die Formeln des Herrn Heimholte unmittelbar anwendbar. Die für u, v, w ge- 
fundenen Ausdrücke sind die Componenten der Kraft, welche gewisse die Ober- 
fläche durchmessende elektrische Ströme auf einen im Punkte x, y, z befindlichen 
Magnetpol mit der Einheit magnetischen Fluidums ausüben. Setzen wir nämlich: 

(4.) g = nu>a—v*a> h = vu a -Xw a i k = ic ö ~^ii a , i = fa 2 +h 2 +k\ 

so erfüllen diese Grössen die Bedingung: gk+hfi+kv = 0\ eine durch einen 
Punkt P der Oberfläche gezogene Gerade G y deren Richtungscosinus den 
daselbst herrschenden Werthen von g, h y k proportional sind, tangirt also die 
Oberfläche und steht zugleich senkrecht auf. der Geschwindigkeitsrichtung H 
der Flüssigkeit im Punkte P. Sehen wir die Fläche als Wirbelfläche an, so 
ist i die Intensität und G die Richtung der durch P gehenden Wirbelfäden. 
Wir wollen nun die gesammte Oberfläche aller Körper sowie die Fläche 
derart mit elektrischen Strömen bedeckt denken, dass die Richtung der Ströme 
in jedem Punkte P der Fläche parallel G ist, also mit den Coordinatenaxen 

Winkel macht, deren Cosinus -?-,—, — sind. Die Intensität derselben aber 

soll so gewählt werden, dass, wenn wir eine unendlich kleine gerade Linie 
dq parallel der Richtung H y also senkrecht auf der Richtung der Ströme durch 
P ziehen, die Gesammtintensität der durch dq gehenden Ströme gleich idq ist. 
Es erleichtert die Vorstellung, wenn wir uns sämmtliche Oberflächen mit un- 
endlich vielen elektrischen Strömen, die unendlich dicht gelagert sind, und 
deren jeder eine constante (für alle gleiche) unendlich kleine Intensität e be- 
sitzt, bedeckt denken. Die Anzahl der Ströme, welche dann durch unser 

t An 

Linienelement dq gehen, ist — -• Schon aus dem Umstände, dass Wirbel- 

c 

fäden nirgends abbrechen können, folgt, dass alsdann sämmtliche, die Ober- 
flächen bedeckende elektrische Ströme geschlossen sein werden; dass nirgends 
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welche beginnen oder plötzlich enden können. Man 
kann sich hiervon übrigens auch in folgender Weise 
fiberzeugen. Wir betrachten ein Element der xy- 
Ebene dx.dy und legen durch dasselbe ein Prisma, 
dessen Seiten der s-Axe parallel sind. Dasselbe 
schneide aus irgend einer der Oberflächen das 
Element AB CD aus (siehe nebensteh. Figur); die 
Richtung der Ströme in diesem Elemente sei MN; 
dann ist die Zahl der Ströme, welche durch AB 
gehen : 

„ i. AB sin (MN, AB) 

Jb. =z ' ; • 

1 i 

Die Richtungscosinus der Geraden MN sind -?-, — , -7-; die der Geraden AB, 

welche auf der y-Axe und der Normalen zur Oberfläche senkrecht steht, 

v X 

sind: ,— — a , 0, — t , woraus man ohne Schwierigkeit findet: 




yr+v 1 



>^+ 



sin (MN, AB) = -=^= 



Ferner ist dx die Projection von AB auf die <c-Axe, daher AB=*dx- — -=— * 
Wir erhalten somit: 



Zx = 



hdx 
vt 



Ebenso erhalten wir für die Zahl der durch AC gehenden Ströme den Werth 



Z,= 



dZ t 



Die Zahl der elektrischen Ströme, welche durch CD austreten, ist 

Zi+^-dy, ebenso die Zahl der Ströme, welche durch BD austreten, Z 2 +-~^-dx. 

Der Ueberschuss der aus dem Flächenelemente ABCD austretenden Ober die 
in dasselbe eintretenden, also die Zahl der in jenem Flächenelemente anfangen- 
den Ströme, ist somit: 



dZ. j dZ % j 
, ''»+-3J' te = 



<f) <|) 



+ 



dxdy 



U> t 



dy 9 dx I dx dy 

h X 

= u„— • 

v v " " ' v a v 

Stellen wir die Gleichung der betrachteten Fläche durch *=f(x,y) dar, so ist: 

15* 



Es ist aber in Folge der Gleichungen (4.) — = — w a — <? a , — = « a 
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a_ = _df V = _# folglich- 1 = du " **" \ df ^ ■ ** diDa 

v dx* v dy ' ® . da; . dy dy dx ~\ dx dy dy' dx ' 

Bei Bildung der. partiellen Differentialquotienten ist hier * in Folge der' Glei- 
chung t = f{x 9 g) als Function von x und: y zu betrachten, daher 

du„ __-_ du„ du a d£ # 
dy ^ dy ^ dz dy] \ 

und ähnliche Ausdrücke ergeben sich für die anderen partiellen Differential-* 
quotienten. Die geschlungenen 8 bedeuten . eine. Differentiation, wobei x, y 

und J5 als unabhängig betrachtet werden. Berücksichtigen wir noch, dass all- 

• . • • • 

gemein, folglich auch för die Oberflache die Gleichungen gelten: 

dt>„ _^ dto„ • Sw„ __ du„ • du a __ de„ 

dz "~~ dy ' dx dz * . dy . ~~ dx ' 

so erhalten wir: 

w i Vyy = o. 

<te dy ■ 

Es nehmen also in unserem Oberflächenelemente keine neuen Ströme ihren 
Ursprung, und da dies von jedem Elemente gilt, so werden nirgends auf den 
Flächen Ströme plötzlich anfangen oder enden, sondern alle Ströme werden 
geschlossen sein.. Betrachten wir irgend ein Oberflächenelement do, bilden 
für jedes darin enthaltene Stromelement das Product aus seiner Länge in seine 
Intensität und addiren alle diese Producte, so ist die so gebildete Summe, die . 
wir mit 2eds bezeichnen wollen, gleich ido; ferner ist, wenn wir die Richtungs- 

n K h 

cosinus der durch do fliessenden Ströme, also die Grössen -v-, — , — mit 

a 9 b, c bezeichnen : 

JZaeds = gdo, J£beds = hdo, £ceds = kdo, 
und man überzeugt sich leicht, dass die in -Gleichung (3.) für u, y, w ge- 
fundenen Werthe nichts anders als die durch —\n dividirten Componenten der 
elektromagnetischen Wirkung aller jener Ströme auf einen im Funkte x, y, * 
befindlichen Magnetpol mit der Einheit magnetischen Fluidums sind. Das Ge- 
schwindigkeitspotential im Punkte x, y, & ist daher das. Potential der elek- 
trischen Ströme auf jenen Magnetpol dividirt durch —4ti. (Das Zeichen des • 
Potentials ist so gewählt, dass die positiven Ableitungen gleich den Kräften sind). 
Die betrachtete Yertheilungsweise elektrischer Ströme auf Oberflächen, 
welche wir kurz als die Minimumanordnung bezeichnen wollen, besitzt eine 
erwähnenswerthe Eigenschaft, tiämlicb dass für dieselbe der Ausdruck 
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p :=* 2S ff- 



cos &dscW 



also das Potential sämmtlicher Ströme aufeinander ein Minimum wird. Hier- 
hei sind ds und ds' zwei Elemente der Ströme, r ihre Entfernung. & ihr 
Winkel, die beiden Integrationen sind über sämmtliche Elemente. irgend eines 
Stromes, die Summationen Aber alle, auf den Oberflächen befindlichen Ströme 
auszudehnen. Bezeichnen wir die Projectionen des Elementes ds auf. die Co- 
ordinatenaxen mit dx> dy,. dz seine Richtungscosinus teil a, b, c; dieselben 
Grössen für ds* mit dx', dy' , dz', a',.b' 9 c', so wird: 



P = 



**//■ 



dxdaf-^dydy'^dsds' 



2 JJ r 

Wir lassen nun die Lage sämmtlicher Ströme auf den Oberflächen unendlich 

* 
wenig variiren; die Länge der einzelnen Ströme kann sich dabei ändern, je- 
doch müssen dieselben dann durch Einschaltung, neuer Stromeleroente ge- 
schlössen erhalten werden. Die Gesammtintensität aller Ströme, welche den 

• • • • • 

Querschnitt irgend eines Rings durchmessen, ist dabei invariabel ; sie ist nämlich 
durch den Zuwachs & bestimmt, den das Geschwindigkeitspotential bei Um- 
kreisung des Ringes erhält, Ist diese Gesammtintensität nämlich gleich 3, so 
wächst ihr Potential auf einen Magnetpol mit der Einheit magnetischen Fluidums 
bei Umkreisung des Ringes .um — 4ti3, und da das Geschwindigkeitspotential 
gleich dem durch —in dividirteh Potentiale der Ströme ist, so muss 3 gleich Ar 
sein. Die Umkreisung ist positiv gerechnet, wenn sie bezüglich einer im Strome 
schwimmenden Figur von links über vorne nach rechts geschieht. Weil die 
Variation von P in Folge der Lagenänderung sämmtlicher ds gleich sein muss 
der Variation in Folge der Lagenänderung sämmtlicher ds', so erhält man : 

dP = 

• ■ • 

/Y*( dx'ddx+dy'ddy+dt'dds (ffarfa?+rfy rfy4^srfV)[(s^ , 

Um die Differentiale der Variationen wegzuschaffen, integriren wir den ersten 
Theil partiell; es ergiebt sich, wenn man berücksichtigt, dass sämmtliche Ströme 
geschlossen bleiben, daher die Variationen an der oberen und unteren Grenze 
gleich sind: 

• . ÖP = ?2±ff^- \dx 1(9 - y') a'b + "(* - *') a'c -{x- x') {bb'+ «03 

. . +(yy[a-a')ci'+(x-x , )a6'-(y-y')(a«'+cc')] 

' .. +fa[(x-x') ac'+ (y - tfj bc'- (* - *') (aa'+ bb')]} 

= zfeds{dx{cH-bK)+dv(aK-cG)+d*{bH-.aG)}, 
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gesetzt wird. G> //, üf sind also nichts anderes als die Componenten der 
Wirkung sömmtlicher Ströme auf einen Magnetpol mit der Einheit magneti- 
schen Fluidums. Dieselben werden auf den Oberflächen unbestimmt. Wir 
sahen nämlich, dass sie auf ihrer Aussenseite gleich — 4n:t* a , — \ni* a , —&nw a 
sind ; auf der Innenseite dagegen sind sie gleich Null, weil im ganzen Innern 
der Körper das Potential der Ströme auf einen Magnetpol eindeutig und an 
ihrer Oberfläche seine Ableitung normal zur Oberfläche gleich Null ist. Um 
diese Zweideutigkeit zu vermeiden, denken wir uns die Ströme in einer gleich- 
förmigen Schicht von unendlich kleiner Dicke auf den Oberflächen verbreitet. 
Der Werth der Grössen G, H> K ist dann an der Innenseite der Schicht gleich 
Null und nimmt gegen die Aussenseite hin gleichförmig bis —4jiu q , —\nt> a , 
—4nw a zu. Die Verschiebungen 3x, dy, dz sollen für sämmtliche in einer 
Schicht über einander liegende Stromelemente gleich angenommen werden. Wir 
müssen dann, wie sich leicht ausführlicher beweisen lässt, für G, H, K ihre 
Mittelwerthe — 2nu a , — 2ne a , —2nw a setzen. Die Variationen dx > dy, dz 
sind dabei der Bedingung Xdx+fjdy+ydz = unterworfen, da die Ströme 
die Oberflächen nicht verlassen sollen. Die Bedingung, dass AP verschwinde, 
reducirt sich daher auf: 

cB— bK aK— cG bG — aB 
X fi v 

Diese Bedingung ist in der That bei der von uns als Miniraumanordnung be- 
zeichneten Vertheilungsweise der Ströme erfüllt, wie man sieht, wenn man 
für G, H 9 K die Werthe —2nu a , —2ne a , —2nw a substituirt und bedenkt, 

a h k 

dass a = 4-, 6 = — , c = — ist. Wenn Ströme von constanter Intensität, aber 

veränderlicher Länge auf der Oberfläche (oder auch im Innern) ringförmiger 
Körper, längs der Mittellinie laufend, diese zu umkreisen gezwungen sind, so 
werden sie dann unter dem Einflüsse ihrer elektrodynamischen Wechselwirkung 
im (allerdings labilen) Gleichgewichte sein, wenn ihr Potential aufeinander 
ein Minimum ist; also wenn sie sich in der Minimumanordnung befinden; die- 
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selbe hat also Analogie mit der Verkeilung statischer Elektricität auf der 
Oberfläche eines Leiters. In speciellen Fällen aber könnte die Theilnng eines 
Stromes von der Intensität Null in zwei entgegengesetzte diese Veranschau- 
lichung stören, während das Analogon bei der statischen Elektricität immer 
möglich ist. Es ist unmittelbar klar, dass, wenn eine solche Gleichgewichts- 
position von Strömen möglich ist, ihr Potential die an das Geschwindigkeits- 
potential gestellten Forderungen erfüllt. Man könnte hierauf auch den Beweis 
unserer Sätze gründen. Die Wirkung der Ströme auf einen Magnetpol im 
Innern der Körper oder ausserhalb der Fläche ist dabei Null. 

Wir wollen nun die ganze in der Flüssigkeit enthaltene lebendige 
Kraft berechnen. Dieselbe ist, wenn p die Dichte der Flüssigkeit vorstellt: 

r= ? /^** 4 [(S) , + (|)- + © , ] i 

(f ist das Geschwindigkeitspotential, also das durch — \n dividirte Potential 
aller elektrischen Ströme auf einen Magnetpol mit der Einheit magnetischen 
Fluidums. Bezeichnen wir nun das durch — 4ti dividirte Potential eines ein- 
zigen der Ströme auf einen derartigen Magnetpol mit d<p und eine Summation 
Ober alle Ströme auf allen Flächen mit J£, so ist: 

d(p _ ^ dScp m (dq>\* __ ^ d8<p ^ d&y __ ^.^ ddy dd'<p 
dx ~ dx ' W/ "~~ dx dx "~~ dx dx 

* 

In der letzten Formel ist sowohl dcp, als auch d'cp das durch — 4nr dividirte 
Potential eines einzelnen Stromes (<fy etwa des Stromes S, d'cp des Stromes 5'), 
und beide Summationen sind Ober alle Ströme zu erstrecken. Es ist folglich: 

Nun ist aber nach dem Greenschen Satze: 

wobei do ein Oberflächenelement der festen Körper, dm aber ein Oberflächen- 
element der Querschnitte ist, durch die man den von der Flüssigkeit erfüllten 

Raum zu einem einfach zusammenhangenden machen kann, -r- bedeutet eine 

Differentiation in der Richtung der nach der Seite der Flüssigkeit hin ge- 
zogenen Normale, dcp wird zu beiden Seiten jedes Querschnitts mit Ausnahme 
eines einzigen denselben Werth haben. Es ist dies der Querschnitt, dessen 
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Begrenzungslinie . auf der Oberfläche desselben Ringes wie der Strom S liegt. 

•• ■ * * . 

Wir können als Begrenzungslinie jenes Querschnitts diesen Strom selbst wählen. 
Dte Werihe von ocp zu beiden Seiten dieses .Querschnitts unterscheiden. dich . 
um £; da dies die gemeinsame Intensität aller Ströme ist. Es ist somit 

* * 

also gleich dem durch — 4rc dividirten Potentiale der Ströme S und S' auf- 

. .*'•* • 

einander. Es ist dabei vorausgesetzt,, dass das Potential . zweier Ströme von • 

den Intensitäten J und J' aufeinander Hjj- — ° oa — ist; dass also die In- •• 

tensitäteg in sogenanntem elektromagnetischen Masse gemessen sind. Wir er- 

• • . . • '■ ■» * 

halten, indem wir die Gleichung (6.) bezüglich (Fund $ summiren und mit 
-|- multipliciren : 

hier ist der zweite Theil rechts das mit ■— multiplicirte Potential' aller Ströme 

* * * • • . * " • 

aufeinander , indem, wie man leicht sieht, -die Summe der Potentiale jedes 
einzelnen auf sich selbst zu demselben nur verschwindend wenig beträgt. Der 
erste Theil de? Ausdrucks rechts aber ist gleich: 

weil ~ für alle Oberflächenelemente verschwindet. Es ist. die gesammte in 

* • • 

der Flüssigkeit -enthaltene lebendige Kraft gleich dem mit " -p raultiplicirten 

Potentiale aller jener Ströme S aufeinander; Die Gesammtintensität der irgend 
einen Ring durchfliessenden Ströme muss dabei gleich dem Zuwachs k sein, 
den. das Geschwindigkeitspotential bei Umkreisung des Rings erleidet, ihre 
Richtung ist positiv zu zählen, wenn die Umkreisung bezüglich einer schwim- 
menden Figur von links über vorne nach rechts geschieht; die Vertheilung 
der Ströme ist dadurch bestimmt', dass, wenn die Oberflächen fix sifld, SP 
verschwindet. Verschieben wir . sämmtliche Körper unendlich wenig und denken 
uns die Ströme in die ihrer neuen Position 'entsprechende Minimumanordnung 

gebracht, so besteht der Zuwachs yon P aus zwei Theilen, jenem, welcher 

• • • . " 

von der Verschiebung der Ströme mit den Körpern bei unveränderter An- 
Ordnung auf ihrer Oberfläche herrührt, und jenem, der von der Veränderung 
der Anordnung der Ströme herstammt, welche nothwendjg ist, damit diese in' 



k 
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die der neuen Position der Ringe entsprechende Minimumanordnung kommen. 
Letzterer ist aber gleich Null; denn wir wissen, dass für eine Variation der 
Vertheilung der Ströme ohne Aenderung der Lage der Fläche SP gleich Null 
ist. Die Variation, die das Gesammtpotential der Ströme erleidet, ist daher 
gleich derjenigen, die es erleiden würde, wenn sich die Vertheilung der 
Ströme auf der Oberfläche der Körper nicht ändern würde. 

Wir wollen jetzt zu dem Falle übergehen, dass die Körper in der 
Flüssigkeit nicht ruhen, und zwar wollen wir, da die Rechnung hierdurch 
nicht schwieriger wird, annehmen, dass sie zugleich ihre Gestalt, nicht aber 
ihr Volumen verändern. Die Oberfläche dagegen soll ruhen, obwohl auch 
ihre Bewegung den Gang der Rechnung nicht wesentlich, modificiren würde. 
Die Componenten der Geschwindigkeit irgend eines Oberflächenelementes do. 
der Körper sollen a, ß, y heissen. Wir wollen uns für einen Augenblick 
bloss die Oberflächen der Körper aus einer von der Flüssigkeit verschiedenen 
Substanz gebildet, ihr Inneres aber wieder mit ursprünglich ruhender Flüssig- 
keit ausgefüllt denken, welche natürlich, sobald sich die Oberflächen der 
Körper bewegen, ebenfalls in Bewegung geräth und zwar unter Existenz eines 
eindeutigen Geschwindigkeitspotentials. Wir setzen wieder: 

A =-kfffT d * d *' d *'> B =-kfffT d ^' d ^ 



c =-^fff J 7- d *' d y' d *'> 



wobei die Integration über die ganze in der Fläche befindliche Flüssigkeit 
ausserhalb und innerhalb der Körper zu erstrecken ist. Es ist dann in der 
ganzen Flüssigkeit wieder: 

" - dx t + dy t + d* 1 ' 9 ~ dx , + dy* + ds' > w ~ dx* + dy' + d*' ' 

dx dy ds 

Um die letzte dieser Gleichungen zu beweisen, transformiren wir die Ablei- 
tungen von A, B, C wie früher, sowohl für die Flüssigkeit innerhalb als 
auch ausserhalb der Körper. Es ist nun zwar nicht mehr an der Oberfläche 
derselben lu+ne+vw gleich Null ; aber diese Grösse besitzt zu beiden Seiten 
der Oberfläche denselben Werth, wesshalb sich die auf die Grenzen bezüg- 
lichen Glieder im Ausdrucke für -r- + -r+ ~r- doch wieder aufheben. Trans- 

ax ay az 

formiren wir unter Berücksichtigung desselben Umslandes die 3 Grössen 
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T _dB_dC M—d£_*A W— — — — 

~"~ dz dy' ~" dx dz ' ~" dy dx^ 

so erhalten wir: 

fJt ( füg — tt?Q — V (Vg — O Q ^ 1_ /^ V (t* CT — tf«) — A (|p„ — tt>Q 



* faKv.-vd-'to-'d M=±fd 
An J r ' 4rc*/ 



«-i/« 



rf *( p « — °0 — p(«« — o 



r 

wobei t* a , <? a , w a die Geschwindigkeitscomponenten der Flüssigkeit an der 
Aussenseite, u i9 t* i9 Wi an der Innenseite von do sind. Da wir die Fläche 
als ruhend voraussetzten, so ist fflr dieselben «, = 0, = fr< = 0, u a9 e a , w a 
aber sind einfach die an ihren Elementen stattfindenden Geschwindigkeitscom- 
ponenten. Es ergiebt sich hieraus, wie früher: 

* = ^-^ = -^y rf °L — p — v-9) p- — (*-«)J- 

Entsprechende Ausdrücke erhält man für v und it. Es sind u 9 v, w wieder 
die Kraftcomponenten geschlossener längs der Oberflächen hinfliessender elek- 
trischer Ströme auf einen Magnetpol mit der Einheit magnetischen Fluidums. 
Stromintensität und Richtung ist wie froher bestimmt; nur treten an die Stelle 
von n a9 v a9 w a jetzt die Differenzen n fl — n,t>«— 1\, fp„— 10,-. Legen wir irgend- 
wo eine unendlich kleine Gerade dq senkrecht gegen die Richtung der Ströme, 
so ist die Intensität der durch dq gehenden Ströme idq. Die Cosinus der 
Winkel aber, welche die Richtung der Ströme mit den Coordinatenaxen bildet, 

sind 4-, — , -*- wobei jetzt: 

i=tf+h 7 +V 
ist. Denken wir uns die Oberflachen mit unendlich vielen Strömen von con- 
stanter unendlich kleiner Intensität e überzogen, so ist *—$ die Zahl der durch 
dq gehenden Ströme. Das durch — 4ti dividirte Potential dieser Ströme auf 
einen Magnetpol mit der Einheit magnetischen Fluidums ist dann sowohl ausser- 
halb, als auch innerhalb der Körper Geschwindigkeitspotential. Ausserhalb 
ist dasselbe constant. Dem Potential aller Ströme aufeinander, also dem Aus- 
drucke P — ^221 J — — kommt wieder eine Minimumeigenschaft zu. 

Transformiren wir nämlich seine Variation wie früher, so ergiebt sich: 

dP = *2fd8[dx{cH-bK) + dy(aK-cG)+dz(bG-aH}\, 
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wobei : 

G=fdo "(y-yQ-ft'C»-»') , H= ß *(—*)-*(— o ^ 



K=ß 



do h'fjx-s Tl-tfü-rt 



r 

ist. Die Grössen G, J/, K nehmen wieder, wenn sämmtliche Flächen mit 
einer unendlich dünnen Stromschicht überzogen gedacht werden, von der 
Innenseite derselben bis zur Aussenseite gleichmässig zu. Ihre Mittelwerthe, 
welche hier zunehmen sind, sind: — 2rc (w„+ «*,), — 2n (v a + v J, —2n(w a +Wi). 
Wir wählen nun die 3 Functionen a, ß, y von x, y 9 & so, dass sie an der 
Oberfläche irgend eines der Körper gleich den Geschwindigkeitscomponenten 
des entsprechenden Oberflächenelementes des Körpers sind, und im Innern 

die Gleichung: x"+x^+^~ = ® erfüllen, und bestimmen 3 andere Functionen 
/, m, n von x, y, z durch die Gleichungen: 

dn dm __ dl dn __ „ dm ^ dl __ 

dy das ^ dz dx "~~ ' ' dx dy~~'° 

Bezeichnen wir nun den Ausdruck : 

(5.) JS/edsial+bm+cn) = 2?/€(ldx + mdy + ndz) 

mit Q, wobei die Integration über alle Längenelemente eines Stromes, die 
Summation über alle Ströme auf allen Flächen zu erstrecken ist (für jeden 
Körper sind l, m> n im Allgemeinen andere), so ist nach Wegschaffung der 
Differentiale der Variationen: 



;*-V".4*'(»s+«=-»S-s) 

» / dn , dl __ dm dm\ 
((i\ / » "\ dy' dy dz dx' 

. * f dl , L dm dn , dn\] 

= sß ds [dx (by-cß)+dy (ca-ay) +fa (aß-ba)]. 
Man erhält somit: 

d (P- 4ti Q) = 2ne zfds {Sx [b («J +»'-2y)-c(«? a +« < -2/?) 

+^[c(«a+« J -2a)-a(fP a +w < -2y)]+<Ja[a(« a +P,-2/5)-6(« a +«i-2a)]}. 

Da nun die Geschwiodigkeilscomponente der Flüssigkeit sowohl innerhalb als 
auch ausserhalb der Körper in der Richtung der Normalen zu ihrer Oberfläche 

16* 
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gleich der Geschwindigkeitscomponente des entsprechenden Oberflächenelementes 
in derselben Richtung sein muss, so hat man: 

Ku a +u i -2a) + p(<> a +i> i -2ß) + y(w a +w i -2 r ) = 0. 
Aus dieser und der Gleichung al-\-b/u-\-cv = aber folgt: 

b (tPq-f toi- 2y)- c(v„+Vr- 2ß) _ c(u a +Uj-2a)-a(u) a +tor-2y) __ a (v a +Vi-2ß)-b (tt a +t*r-2tt) 

Es verschwindet also d(P—47iQ) für alle da?, dy> dz, welche der Bedingung 
kdx+fidy + vdz = genügen, also bei jeder Variation der Lage der Ströme, 
wenn sie die Oberflächen nicht verlassen und bei ungeänderter Intensität ge- 
schlossen bleiben. In dem speciellen Falle, dass die Körper ihre Gestalt nicht 
ändern, wird, wenn £, rj 9 £ die Componenten der progressiven Geschwindig- 
keit, p, q, r die der momentanen Winkelgeschwindigkeit sind, 

/Y s- v'-f*** a*4-o; 9 x*-\-u* \ 

Q = €J£J (j ] zdx + £xdy + !;ydz—pZ-^dx--q--^dy--r-^ JL dz)' 

Wir wollen die Ausdrücke, mit denen in der Formel (6.) dx, dy und dz 
unter dem Integralzeichen multiplicirt sind, also die drei Grössen (by-cß)eds, 
(ca — ay)eds, (aß—ba)eds als die Componenten jener auf das Stromelement 
ds wirksamen Kraft bezeichnen, deren Kräftepotential Q ist. Es ist dies die 
Kraft, welche solche magnetische Massen auf das Stromelement ausüben würden, 
die auf einen Magnetpol eine Kraft mit den Componenten a, ß, y ausüben 
würden. Dieselbe steht senkrecht auf dem Stromelemente ds und seiner Be- 
wegungsrichtung, ihre Intensität ist eds multiplicirt mit der Componente der 
Geschwindigkeit von ds, welche senkrecht auf ds steht. Da sie immer normal 
gegen die Bewegungsrichtung ist, so leistet sie keine Arbeit. Die betrachtete 
Yertheilung elektrischer Ströme auf den Körpern ist also diejenige, in welcher 
sie unter dem Einflüsse . ihrer elektrodynamischen Wechselwirkung und der 
mit — 4ji multiplicirten Kraft, die auf jedes Stromelement in Folge des Kräfte- 
potentials Q wirkt, im Gleichgewichte sind. 

In dem speciellen Falle, dass sich sämmtliche Punkte der Fläche in 
einer mindestens von der Ordnung R unendlichen Entfernung befinden, und 
der von ihr umschlossene Raum einfach zusammenhängt, ist das Potential der 

auf der Oberfläche der Körper befindlichen Ströme auf jeden Punkt von 

1 1 

mindestens unendlich klein wie -k^, also seine Ableitungen wie -^i; von 

dieser Ordnung ist daher auch die Geschwindigkeit an der Oberfläche 0, da- 
her auch die auf die Flächeneinheit bezogene Intensität der sie durchmessenden 



Ströme ist also im Endlichen mindestens unendlich klein wie -777, verschwindet 
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elektrischen Ströme. Die auf der Flächeneinheit befindlichen elektrischen 
Ströme werden daher ein Potential liefern, das. im Endlichen mindestens un- 
endlich klein von der Ordnung -^ ist. Das Potential aller auf befindlichen 

l 
R 
also sammt seinen Ableitungen mit wachsendem R. Die Körper sind* dabei 

alle als im Endlichen befindlich vorausgesetzt. Setzen wir noch voraus, die- 
selben seien lauter Ringe, deren zur Mittellinie senkrechter Querschnitt ver- 
schwindet, so muss, wenn die Constante k endlich sein soll, die Geschwindig- 
keit an der Oberfläche der Ringe unendlich sein und nahe senkrecht auf der 
Mittellinie stehen; die auf der Ringoberfläche fingirten elektrischen Ströme 
werden daher längs der Mittellinie hinfliessen müssen, und man kann sich selbe, 
da die Ringe unendlich dünn sind, mit Vernachlässigung unendlich kleiner 
Grössen als die Mittellinie durchfliessend denken. Es ist zunächst wichtig, zu 
bemerken, dass in diesem Falle das Geschwindigkeitspotential selbst unendlich 
nahe an der Ringoberfläche doch endlich ist. In der That kann das Potential 
eines elektrischen Stromeä auf einen Magnetpol mit der Einheit magnetischen 
Fluidums abgesehen von einer Constanten höchstens gleich der An fachen In- 
tensität des Stromes, werden, und da die Gesammtintensität der die Ringe durch- 
messenden Ströme endlich ist, so ist es auch ihr Potential. Seine Ableitungen 
dagegen werden auf der Ringoberfläche unendlich. Eine passende Form für 
das Geschwindigkeitspotential <p in diesem Falle finden wir in folgender Weise. 
Ist (fi das Geschwindigkeitspotential, welches herrschen würde, wenn die Ringe 
in ihrer augenblicklichen Position in Ruhe wären, <p 2 dasjenige, welches herr- 
schen würde, wenn sich dieselben Ringe in derselben Weise unter Existenz 
eines eindeutigen Geschwindigkeitspotentials bewegten, so erfüllt <Pi+(p 2 alle 
an (p gestellten Bedingungen. Es ist also 9> = 9>i+y>2. Da <p 2 eindeutig ist, 
-p- aber auf der Ringoberfläche verschwindet, so wird die lebendige Kraft 
T der Flüssigkeit, welche die Ringe umgiebt: 

do ist wieder ein Element der Ringoberfläche, dco eines Querschnitts. Wenn 
die Geschwindigkeit der Ringe endlich ist, so ist es auch die auf die Flächen- 
einheit bezogene Intensität der Ströme, von denen das Potential <p 2 herstammt, 
und da die von jenen Strömen durchflossene Fläche unendlich klein ist, so 

• 

ist (f 2 selbst unendlich klein; seine Ableitungen sind nur in einem unendlich 
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kleinen Tbeil des Raumes endlich, sonst unendlich klein; q> ist überall endlich. 
Es verschwinden daher die beiden letzten Glieder im Ausdrucke für T. Das 

erste Glied — -|-/ d<o <p t -^- aber ist, wie wir sahen, das mit ~- multiplicirte 

Potential niler Ströme aufeinander, mit denen wir uns die ruhenden Ringe 
überzogen denken müssten, also der in der Minimumanordnung auf denselben 
vertheilten Ströme. Es ist also auch die Variation der lebendigen Kraft gleich 
der Variation dieses Potentiales. Nun fanden wir aber erstens, dass für die 
Minimumvertheilung die Variation dieses Potentiales gerade so gross ist, wie 
sie wäre, wenn die Ströme ihre Position auf den Ringen und der Fläche 
nicht änderten, zweitens dass das Potential der auf befindlichen Ströme 
auf die auf den Ringoberflächen befindlichen verschwindet, drittens, dass wir 
uns sämmtliche Ströme als die Mittellinie durchfliessend denken können, wo- 
bei dann ihre Intensität gleich dem Werthe des k für den betreffenden Ring 
ist. Der Zuwachs der lebendigen Kraft der Flüssigkeit ist somit bis auf un- 
endlich kleines gleich dem mit ~- multiplicirten Zuwachse des Potentials von 

Strömen aufeinander, welche die Mittellinien mit der Intensität k durchmessen. 
Es ist somit der Beweis des Kirchho/fschen Satzes auch für Ringe von nicht 
kreisförmigem Querschnitte geliefert. Es mag noch bemerkt werden, dass 
Ströme, die die Ringe nicht längs der Mittellinie, sondern so durchfliessen, 
dass sie die Mittellinie solenoidartig umschlingen, ein Geschwindigkeitspotential 
liefern würden, das im Innern der Ringe mehrdeutig ist. Aus der Gleich- 
heit der lebendigen Kraft mit der bei Bewegung jener Ströme geleisteten 
Arbeit folgt unmittelbar die Gleichheit der in die Bewegungsrichtung fallenden 
Kraftcomponente. Um auch die Kraft senkrecht auf die Bewegungsrichtung 
zu finden, muss jedoch ein anderer Weg eingeschlagen werden. Wollte man 
von der lebendigen Kraft ausgehen, so könnte hierzu das sogenannte Hamilton- 
sehe Princip dienen. Bilden wir nämlich die Variation der Grösse 

so, dass der gesammte Bewegungszustand der Körper zu jeder beliebigen 
Zeit t unendlich wenig geändert wird, die Lage der Körper zu Anfang und 
Ende aber, sowie das Zeitintervall r, constant bleibt. Das 3 fache Integral 
in £2 ist für jede Zeit über den ganzen von der Flüssigkeit erfüllten Raum, 
also den Raum ausserhalb der Körper zu erstrecken. Es ist also S2 die so- 
genannte Wirkung der Flüssigkeit während der Zeit t. Wir bezeichnen mit 
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dx, dy, dz, (J« = -r^, ( ^ ?= "rf^ , ^ w= ~~dT ^ e Variationen, welche die Co- 
ordinaten und Geschwindigkeitscomponenten des Flüssigkeitstheilchens, das zur 
Zeit t die Coordinaten x, y, z hatte, zur selben Zeit durch die Aenderung 
des Bewegungszustandes der Körper erlitten haben, du, dv, dw sind also nicht 
Variationen der an einem constanten Raumpunkte herrschenden Geschwindig- 
keitscomponenten. Dann ist: 

dQ, = q f dtfffdx dy dz (« du+e dv+w dw) 



Integriren wir hier bezüglich t per partes und beachten, dass u, v und w so- 
wohl explicit / enthalten, als auch in sofern x, y, z Functionen von t sind, 
so ergiebt sich: 

d£2 = qI if dxdy dz\udx+edy + w dz £ 







. r /dv , de t dt> dt>\ . v /dw , dw . die , du>\] 

Wenn keine Kräfte von Aussen auf die Flüssigkeit wirken, so sind die mit 
dx, dy, dz multiplicirten Glieder im Integrale rechts gleich — -j^, — -p, — -—-; 
berücksichtigen wir, dass die Verschiebungen dx, dy, dz die Continuität der 
Flüssigkeit nicht stören dürfen, daher -. — ^"t^ + ~t~" = sein muss, und in- 
tegriren das mit dx multiplicirte Glied bezüglich x, das mit dy multiplicirte 
bezüglich y und das mit dz multiplicirte bezüglich z partiell, so wird 

dS2 = (?///dxdydz\udx+vdy + wdz\*--/ dt l dop dq cos rj, 



I) 



wobei dq die gesammte Verschiebung der dem Oberflächenelement do anliegen- 
den Flüssigkeüslheilchen, i] der Winkel zwischen ihrer Richtung und der auf 
do nach der Seite der Flüssigkeit errichteten Normalen ist. Das letzte Glied 
im Ausdrucke für dS2 erhält das entgegengesetzte Zeichen, wenn p nicht den 
auf die Flüssigkeit, sondern den auf das Oberflächenelement do des Körpers 
lastenden Druck vorstellt. Es ist also, wenn Xdo, Ydo, Zdo die Componenten 
dieses Drucks sind, auch gleich / dt/do(Xdx+Ydy+Zdz). Sehen wir von 
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m 

dem ersten Gliede in dem Ausdrucke für dS2 ab, so giebt uns das mit dx 

m 

multiplicirte Glied die auf do in der Richtung der x-Axe wirkende Kraft; 
ebenso das mit dy und 3z multiplicirte Glied die in der Richtung der y- und 
z-Axe wirkende Kraft, woran man sogleich das Hamiltonsche Princip in der 
Form erkennt, wie es zuerst von Thomson und Tait auf Probleme der Hydro- 
dynamik angewendet wurde. Das erste Glied dagegen zeigt, dass diese An- 
wendung im allgemeinen eine unrichtige ist. Es rührt dies daher, dass die 
Ableitung des Hamiltonschen Princips voraussetzt, dass die Anfangs- und End- 
position sämmtlicher materieller Punkte keine Variation erleide; in unserem 
Falle aber gilt dies bloss von den Punkten der festen Körper, wogegen die 
Endpositionen der Flüssigkeitstheilchen im Allgemeinen variiren werden; da- 
her jenes erste Glied. Wir können in demselben wieder den mit dx mul- 
tiplicirten Theil bezüglich x u. s. w, partiell integriren.- Es geht dann über in 

— Q/do\<pdqcosTi\l, wobei jedoch die Integralion nicht nur über die Ober- 
fläche der Körper, sondern auch über alle Querschnitte zu erstrecken ist, durch 
welche der von der Flüssigkeit erfüllte Raum zu einem einfach zusammen- 
hängenden gemacht werden kann. Da wir angenommen haben, dass die An- 
fangs- und Schlussposition der Körper keine Variation erfährt, so verschwindet 
cos?? für die ganze Oberfläche der Körper; das von der Variation an den 
Grenzen stammende Glied verschwindet also, sobald das Geschwindigkeits- 
potential eindeutig ist. Unter dieser Bedingung ist also die Anwendung des 
Hamiltonschen Princips, wie sie die Herren Thomson und Tait machten, in der 
That gestattet; nur darf das Verschwinden der von der Variation an den 
Grenzen herstammenden Glieder nicht als selbstverständlich vorausgesetzt werden, 
sondern bedarf erst des Beweises. Auf ein unrichtiges Resultat aber würde 
man im Falle der Existenz eines mehrdeutigen oder gar keines Geschwindig- 
keitspotentials geführt. Im ersten Falle verwandelt sich das von der Variation 

an den Grenzen herstammende Glied in 2kl do p 1 3q cos 17 £, wobei k die vorige 

Bedeutung hat. Die Integration ist über alle Elemente eines Querschnitts aus- 
zudehnen, das Zeichen J? bedeutet eine Summation bezüglich aller Querschnitte. 
/doQÖqcosi) ist die Masse der durch einen Querschnitt gegangenen Flüssig- 
keit. Das von der Variation an den Grenzen stammende Glied ist also, wenn 
die Anfangsposition der Flüssigkeitstheilchen nicht variirt wird, die Summe 
der Producte der durch alle Querschnitte in der Richtung, in der (p wächst, 
gegangenen Flüssigkeitsmassen in die Constante k für den betreffenden Quer- 
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schnitt. Um also nach dieser Methode die auf die Körper wirksamen Kräfte 
zu finden, müsste man dieses Glied in jedem speciellen Falle in ein nach t 
zwischen Null und r genommenes Integral verwandeln, welches unter dem 
Integralzeichen nur noch dx, dy, und dz enthielte. Ich will mich jedoch 
hierauf nicht weiter einlassen, sondern werde die auf die Körper wirkenden 
Kräfte in der einfachsten Weise, nämlich durch directe Auswertbung der auf 
irgend ein Oberflächenelement wirksamen Kraft berechnen. Ich beginne wieder 
mit dem einfachem Falle, dass die Oberflächen aller Körper ruhen, (p ent- 
hält dann die Zeit nicht, und der Druck p, welcher auf irgend ein Oberflächen- 

*I ' 1 #1 ' I Mm. * 

element do wirkt, ist gleich einer Constanten weniger p ° ° • Wir 

wollen nun die elektrodynamische Kraft, berechnen, welche auf die das Element 
do bedeckenden Stromelemente von allen übrigen ausgeübt wird. Ihre Com- 
ponenten in der Richtung der drei Coordinatenaxen sind nach den bekannten 
Formeln für die Wirkung geschlossener Ströme auf ein Stromelement 

X=do(kH-hK), Y=do(gK-kG), Z=do(hG-gH). 

Es ist hier nach der bereits früher angewandten Bezeichnung: 



K=fd 



Die Werthe G, H, K sind, wie wir gesehen haben, unbestimmt, sobald die 
Ströme auf einer absoluten Fläche fli essen. Substituiren wir dagegen statt 
der Fläche eine Schicht von unendlich kleiner Dicke, in der jedes Flächen- 
element gleichförmig von den Strömen erfüllt ist, so nehmen sie von der 
Innenseite gegen die Aussenseite gleichförmig von Null bis —4nu a , —4nv a9 
— \nw a zu. Es nehmen daher auch die Kräfte, welche auf ein Stromelement 
wirken, und die ja den Grössen G, H 9 K proportional sind, gleichförmig von 
der Innenseite gegen die Aussenseite zu, und um die Gesammtkraft zu finden, 
welche auf die das Oberflächenelement do bedeckende Stromschicht wirkt, 
haben wir statt G, H, K ihre Mittel werthe, — 2nu A , — 2nv a ^ — 2nw a einzu- 
setzen. Wir erhalten daher, indem wir auch für g, h, k ihre Werthe ein- 
setzen und die Gleichung ^u a -{-fiv a -\-vw a = berücksichtigen: 

X=-2nl(u\+ti+wl)do 9 Y=-27t t u(ul+t>l+tvl)do, Z=-2nrfäW.+u>l)do. 
Die elektrodynamische Wirkung steht also wie der hydrodynamische Druck 
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-*£-*ß£)+($)+(£)l; 

führt man hier statt -^- — -—- die Grössen E ein, so erhält man: 

dt dt ' 

*-*- i KT&-)+($H>)+(£-ry] 

Wir wollen nun wieder die elektrodynamische Wirkung berechnen, welche 
sämmtliche das Oberflächenelement do bedeckenden Stromelemente von den 
übrigen und ausserdem von den mit —\n multiplicirten Kräften erleiden, deren 
Geschwindigkeitspotential die durch die Formel (5.) bestimmte Grösse Q ist 
Die Definition dieser Kräfte gaben wir dort. Die 3 Gomponenten der Kräfte, 
welche dann auf do wirken, lassen sich gerade wie im Falle ruhender Körper 
berechnen. Dieselben wären, wenn alle das Element do bedeckenden Ströme 
auf seiner Aussenseite lägen: 

X a = 4nido[b(w a —y)--c(t a —ß)'], Y a = 47i«o[c(« a -a)-a(fD a — y)], 

Z a = 4n ido [a (e ft - ß) - 6 (u a - a)] , 

wobei wieder a, b, c die Richtungscosinus der Ströme in do sind. Ebenso 
erhalten wir für die Innenseite: 

Xi = An ido [b (tu,— y) — c (c<— /?)], Y, = 4tt ufo [c (u — a) — « (f0<— y)], 

Z< = Anido \a{pc-ß) - 6 (n- «)]. 

Sind die Ströme im Innern der rfo bedeckenden Schicht, so sind sie bezüglich 
eines Theils der Ströme als innerhalb, bezüglich des andern als ausserhalb 
liegend zu rechnen, und man muss daher, um die Componenten sämmtlicher 
Kräfte zu finden, welche auf die do bedeckenden Stromelemente wirken, das 
arithmetische Mittel der obigen Werthe nehmen. Sie besitzen daher die Werthe: 

X= 2n ido[Ku> a +w r 2y)-c(i> a +v r 2ß)], Y = 2n[c[v a +v r -2a)-a{w a +w i -2y)]ido, 

Z = 2n ido [a (e a + t?,- 2ß) - b (u a + *,- 2a)]. 

Ihre Resultante steht senkrecht auf do. Wir wollen sie mit R bezeichnen. 
Setzen wir, um Platz zu ersparen: 

17* 
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«.-« = £, Vi -ß = i], u>i-y = £, « a -a=y, v a -ß = y, u> a -y = j, 

so erhalten wir: 

Wir wollen nun in die Gleichung * = V(f+ h 2 + Ä* für g, h, k ihre Werthe Sub- 
stituten, es ergiebt sich: 

Nun ist aber, weil die Ableitung von q> in der Richtung der durch do fliesSenden 
Ströme keinen Sprung machen darf, 

• (7.) fl (r-{) + 6foHÖ + c(a-Ö = 0, 
daher 

i = V(x-!)*+(*.-itf a +U-Ö'. 

Da die Projection sowohl der Geschwindigkeit der innern als auch der äussern 
Flüssigkeit in der Richtung der Normalen auf do gleich der Projection der 
Geschwindigkeit von do in derselben Richtung sein muss, so haben wir: 

Aus diesen beiden and der Gleichung Xo+pb+vc = folgt : aQ+bo+ct = 0. 
Combiniren wir diese Gleichung mit der Gleichung (7.), so erhalten wir: 

„ _ gft-0 -*(»-*) A _ *(?-!) -gO-0 , _ -eO>-i?)-g(g-D 

o_ - , 0- - , c- ^— - -, 

wobei 

Die Substitution dieser Werthe ergiebt zunächst: 

a(y+f)+&(9+>7)+c(a+9 = „ - < ~ 

Es wird also, wenn man auch fflr i seinen Werth substituirt: 

und nach einigen Reductionen: 

Ä 



2firfo 



= i ? +*'+a'-£W-r, 



daher: 



folglich : 
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m 

(8.) P„do = Pido-^- — (tEdo. 

Wenn Geschwindigkeit und Beschleunigung der Ringe endlich sind, so ist es 
auch /?<; ebenso wissen wir, dass E endlich ist. Wollen wir nun aus dem 
Ausdrucke für p a do die Kräfte und Kräftepaare finden, die einen der Ringe 
afficireji, so müssen wir ihn mit gewissen endlichen Grössen multiplicirt Aber 
die unendlich kleine Ringoberflache integriren. Es wird daher sowohl p t do 
als auch yEdo nur unendlich kleines liefern. Die Kräfte und . Kräftepaare, 
welche den Ring afficiren, sind also mit Vernachlässigung von unendlich kleinem 
gerade so gross, als wenn auf jedes Flächenelement desselben nur die Kraft 

— |— wirken würde. Es ist dies die mit — £- multiplicirte Kraft, welche 

von allen Strömen und in Folge des Potentials Q auf die das Oberflächen- 
element do bedeckenden Stromelemente ausgeübt wird. Nun können aber bei 
unendlich dünnen Ringen nicht nur alle Ströme in der Mittellinie concentrirt 
gedacht werden, sondern man kann auch Geschwindigkeit und Bewegungs- 
richtung innerhalb eines sehr kurzen Stücks des Ringes als constant ansehen. 
Für den Fall bewegter unendlich dünner fester Ringe ist also die auf jeden 
Ring ausgeübte Wirkung gleich aber entgegengesetzt gerichtet, wie die mit 

j- multiplicirte elektrodynamische Wirkung, welche auf den mit der Intensität 

k diesen Ring durchmessenden Strom von den die übrigen Ringe in gleicher 
Weise durchfliessenden ausgeübt würde. Dazu kommt aber noch die Kraft 
mit dem Potential yQ. Wären die Ringe nicht fest, sondern wie biegsame 
Fäden ohne Längen- und Querschnittänderung deformirbar, so würden, wenn 
man aus dem Ausdrucke (8.) für p a do wieder die Kraft sucht, die ein un- 
endlich kleines, aber gegen die Dimensionen des Querschnitts unendliches Längen- 
element da eines Rings afficirt, die beiden Glieder p t do und —gEdo wieder 
nur Verschwindendes liefern. Es ist also diese Kraft (abgesehen von solchen, 
die sich an jedem biegsamen Ringe das Gleichgewicht halten) gleich der mit 

—£- multiplicirten Wirkung aller andern Ströme auf das Stromelement da 
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mehr der Kraft mit dem Potential qQ. Letztere ist nach dem früher gefun- 
denen senkrecht auf da und seiner Bewegungsrichtung. Ihre Intensität ist 
gleich Qkda multiplicirt mit der auf da senkrechten Componente seiner Ge- 
schwindigkeit. Sie wirkt nach jener Seite zu, wo Bewegungsrichtung des 
Elementes und der Flüssigkeit entgegengesetzt sind. Zum Schlüsse füge ich 
noch bei, dass hierbei vorausgesetzt ist, dass der in unendlicher Entfernung 
auf die Flüssigkeit wirkende Druck an der Ringoberfläche nicht negativ wird; 
sonst würde eine Trennungsfläche entstehen. Sind die Ringe unendlich dünn, 
so wird die Geschwindigkeit an ihrer Oberfläche unendlich; es ist daher auch 
der Druck, der auf der Flüssigkeit lasten muss, damit keine Trennungsfläche 
entstehe, unendlich. 

Graz, den 5. November 1870. 
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Ueber Relationen zwischen hypergeometrischen 

Integralen n t0T Ordnung. 

(Von Herrn L. Pochhammer.') 



JLrie im 71 ten Bande dieses Journals von mir betrachteten hypergeo- 
metrischen Functionen n ter Ordnung, welche sowohl in der Bestimmung durch 
die Unstetigkeits- und Verzweigungs- Bedingungen und der Darstellung durch 
bestimmte Integrale, als in den Reihenentwicklungen und dem Verhalten der 
angrenzenden Functionen die grösste Aehnlichkeit mit der Gaussschen hyper- 
geometrischen Reihe zeigen, sind der letzteren auch in sofern analog, als ein- 
fache Relationen zwischen Integralen existiren, deren Variable linear mit ein- 
ander verbunden sind. Bei der Gaussschen Reihe sind es die sechs Argumente 

x n 1 — x 9 — , , — 7, j-i welche als Variable in den Relationen vor- 

kommen; bei den hypergeometrischen Functionen n ter Ordnung bilden nicht 
nur x und x— 1, sondern die n Differenzen x—a n x—Om ... x— a n die Nenner 
der in den Relationen vorkommenden Argumente. Unter den im Allgemeinen 
drei Functionen enthaltenden Relationen der Gaussschen Reihen zeichnen sich 
einige wenige aus, in denen nur zwei Functionen vorkommen; ebenso existiren 
bei den hypergeometrischen Functionen n itT Ordnung mehrere Gleichungen 
zwischen je zwei Integralen, auf welche hier besonders eingegangen werden 
soll. Im allgemeinen Fall sind je n+1 Integrale durch eine Relation ver- 
bunden, doch kommt auch jede kleinere Zahl vor. 

Die verschiedenen particulären Integrale der hypergeometrischen Dif- 
ferentialgleichung ß ter Ordnung wurden als bestimmte Integrale gefunden, deren 
Grenzen aus den n+1 Grössen a M a 2 , ... a n und x zu nehmen waren, während 
die zu integrirende Function dieselbe blieb. Als n+2 te Grenze ist der Werth 
oo hinzuzufügen, welcher für die Entwicklung nach fallenden Potenzen das 
mehrdeutige Hauptintegral, und für die endlichen singulären Punkte je ein 
eindeutiges Integral liefert. Diese Grenze oo, auf welche schon Jacobi auf- 
merksam macht*), ist, wie die folgenden Entwicklungen zeigen, für die zwischen 



*) Dieses Journal Bd. 56. S. 149. 
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je zwei hypergeometrischen Integralen bestehenden Relationen besonders wichtig. 
Die eindeutigen particulären Integrale haben immer je zwei der n+\ con- 
stanten Werthe a x , a 2 , ... a n , oc zu Grenzen, wie unter Berichtigung einer 
früher von mir gemachten Angabe im Abschnitt II. der folgenden Abhand- 
lung bewiesen wird. 

Für diejenige Reihe, welche in unmittelbarster Weise als Verallge- 
meinerung der Gaussschen Reihe erscheint, soll der Name hypergeometrische 
Reihe n ier Ordnung gebraucht werden. Es ist zu bemerken, dass, von n = S 
an, die hypergeometrische Reihe kein hypergeomelrisches Integral ist, sondern 
erst nach Multiplication mit einer Potenz der unabhängigen Variable zum In- 
tegral einer hypergeometrischen Differentialgleichung wird. 

In den beiden ersten Abschnitten sind die vorbereitenden Entwicklungen 
euthalten, welche einerseits die Einführung der Grenze oo, andererseits den 
Ausdruck der beslimmten Integrale durch Reihen betreffen. Die gewonnenen 
Gleichungen werden dann im dritten und vierten Abschnitt zur Herstellung 
der Relationen zwischen den hypergeometrischen Integralen angewendet. 

Für die dritte Ordnung lässt sich ein Theil der hier abgeleiteten Glei- 
chungen in der Gänschen Bezeichnung darstellen. Es sind daher am Schluss 
der Abhandlung (Abschnitt V.) , unter Anwendung dieser Bezeichnung, die 
Relationen für n = 3 noch einmal zusammengestellt worden. 



I. 

Die allgemeine hypergeometrische Function n ier Ordnung 

jj ra i1 a t ,...a n9 x\ 
"Vft,, b t) ... b n , l J 

ist das vollständige Integral der Differentialgleichung 

y(*)0-K^-«)iy , («)+v<*)]£lt+- 



+ (-1 )-*[(*- A-l),.-* <p l - k \x) + (l-h- 1 ) M y*-*-»(*)] ^ + • • • 



in welcher 



<p{x) = (x— <*,) (X-Oi) . . . («—«„), 



b 



tp(x) x—a t x—a t x—a, 
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zu setzen ist*). Particuläre Integrale von (1.) sind die als hypergeometrische 
Integrale bezeichneten Ausdrucke: 



a r 



y v =f* (^a0 6l " 1 (^^) 6> "" 1 ...(«-«-) 6Ä " , (w-- a :) 2 " 1 rfii. 



"Y 



Die Functionen y thv und y y haben für positive Werthe der Exponenten 6 19 
6 2 , ... b n und l einen vollständig bestimmten Sinn; sobald dagegen ein Ex- 
ponent b k aufhört, in seinem reellen Theil positiv zu sein, werden die Integrale 
y kty und y k unendlich oder unbestimmt. Es erscheint deshalb zweckmässig, 
die bestimmten Integrale durch Reihen zu ersetzen, welche auch für die negativen 
Werthgebiete von 6 X , ... b n , l ihre Bedeutung behalten. Es soll für die- 
jenige Reihe, die der Gaussschen am ähnlichsten gebildet ist, der Buchstabe 
F mit dem Index n angewendet werden; die übrigen Reihen, deren Constanten 
selbst wieder unendliche Reihen sind, werden im Folgenden überall auf diese 
zurückgeführt werden. 

Man nenne hypergeometrische Reihe n ieT Ordnung und bezeichne durch 

die Reihe 

i CO, r t . (*+*), r i? Q+ 2 )» r p 1 
(2) ( ( ' +Ä) ' C ' + * +i) * C+ l +*>* + "' 

in welcher die Constanten C die folgende Bedeutung haben: 

Ci _ (Ä-O, 1 (Ä-O, , , (Ä~.-Q, 7 

, (Ä -<),(£-*), ■ (Ä-i),(Ä-Q, , . (Ä-»-i),(A-t-<), 

~ r 0,0, "*" a t a t "•" «_*a_i ' 

,. (Ä-iX(Ä-*X-"(&-i-iX_, 

C* = . ^ : • 



*) Dieses Journal Bd. 71 S. 316. 
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Die Summe in dem Ausdruck des C k ist Ober alle ganzzahligen positiven 
Werthe von t M $2, ... i u _ t auszudehnen, welche der Bedingung 

genügen; die eingeklammerten, mit Index versehenen Constanten bedeuten 
Binomialcoefficienten. 

In dem Argument der Function F n gehören je zwei übereinanderstehende 
Elemente zusammen. Eine bevorzugte Stellung hat nur das erste und das 
letzte Elementenpaar; alle übrigen, (ai,/?i), (a 2 «> A)> ••• (««-1 9 ß»-iX können 
beliebig mit einander vertauscht werden. Wird irgend eines der Elemente 
/? 19 ß 2 , ... ß n ^ l gleich der Zahl 1, so geht die Function in die n— l te Ord- 
nung über. 

Die Function F n bleibt unverändert, wenn man die Grössen ßi, «?, ... a n _ t 
und £ mit derselben Zahl multiplicirt. Es folgt hieraus, dass eine beliebige 
der Constanten a M « 2 , ... a„__, gleich 1 gemacht werden kann. Für die 
zweite Ordnung zeigt der Vergleich mit der Gaussschen Bezeichnung, dass 

ist. Der Ausdruck der hypergeometrischen Reihe F n durch ein bestimmtes 
Integral ist durch die Gleichung 

P /0, «,,«,,... €»„_!, |\ __ 

gegeben, welche aus der Entwicklung des Integrals y y (Bd. 71, S. 347) folgt. 
Der hypergeometrischen Differentialgleichung (1.) genügt das zum sin- 
gulären Punkt a, gehörige particuläre Integral 

{x—at) ' *• U & b b i ), 

welches mit y t bis auf einen constanten Factor übereinstimmt. Bei der ein- 
geführten Bezeichnung stellt das Argument der Function F ny 

/0 ; a t — a lf a i —a i> . . . a„— a i; x—a x \ 

auch gleichzeitig das Argument der allgemeinen hypergeometrischen Function 
H m dar; denn da die Gleichung (1.) unverändert bleibt, wenn man zu a t , o^, . . . a„ 
und x dieselbe Constante addirt, so ist 

tt (a lf a t ,a i} ...an,x\ _ tj (0, a t — a lf a z — a t , ... a H —a if x— a t \ 
n \,b t ,b l9 ...b n) XJ a *\b x , 6 f , b l} ... 6„ X J % 
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Die Reihe (2.) ist convergent, sobald der Modul von £ kleiner als der 
Modul jeder der Grössen a M Oj, ... a B _, ist. Denn es wurde bewiesen, dass 
die Entwicklung von 

C*-«,)-^-'^, gleich Const. F.(? V"' V 1 '"' V" VO' 

auf derjenigen Kreisfläche convergent ist, welche a t zum Mittelpunkt und die 
Entfernung des Punktes a k vom nächstgelegenen singulären Punkte zum Radius 
hat. Innerhalb dieser Kreisfläche liegen aber die Punkte, welche der Be- 
dingung genügen, dass mod(:r — a t ) kleiner als modfoj— «i), mod(o3— aj, ... 
mod (a„— £»i) ist. 

Der genaue Ausdruck der Integrale y y durch die Reihen (2.) ist eben- 
falls schon in den früheren Rechnungen (Bd. 71) enthalten. Nennt man 

K y = {a-atf*- 1 (a,-^) 6 - 1 . . . (a,-^ 6 -'-' (a y -a y + x ) b >n-i- 1 . . . (a -a.) 6 "" 1 , 

so ist: 

/ yr = 

( 4 \ (—i) l - l Kyr(by)r(X) ( y v+ i-i jr (0,a i -a y ,...a y -i-ay j a y + l -a v ,...a n -ay,x-ay\ 

( r(b y +X) (xa *> *"\by 7 b l% ... 6 y -i, 6 r+1> ... 6 Ä , x r 

Hinsichtlich der Integrale y MyV und y y wurde bei der Integration der 
hypergeometrischen Differentialgleichung vorausgesetzt, dass l grösser als n> 
und 6 l9 6 2 , ... b n grösser als 1 (im reellen Theile) seien. Die Gültigkeit 
der Integration lässt sich zunächst auf alle positiven Werthe dieser Gonstanten 
ausdehnen. Liegt der reelle Theil von b k zwischen und 1, so wird zwar 
der Factor («— a*} 6 *"" 1 unendlich für u = a k ; aber mit Hülfe der bekannten 
Gleichung 

9 P 

in welcher r einen zwischen p und q liegenden Werth bedeutet, zeigt man, 
dass sowohl y kyV als y k einen bestimmten endlichen Werth behalten. Ebenso 
hat, damit die Integrale y y an der oberen Grenze einen Sinn haben, die Con- 
stante l nur der Anforderung zu genügen, dass ihr reeller Theil positiv sei. 
Es bleibt zu beweisen, dass die Integrale für die angeführten Werthe der 
Constanten auch die Gleichung (1.) befriedigen. Für die zwischen und 1 
liegenden Werthe der Grössen b t , ... b n ergiebt sich dies unmittelbar. Denn 
durch Einsetzung der bestimmten Integrale geht die Differentialgleichung (1.) 
in die Gleichung 

[(«-«i) 61 ("-Ö2) 6 ' . . . (w-<0 6 - (n-*) 1 -!:* = o 

18* 
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über, wo für g und h zwei der Werthe a 19 02, . . . a n , x zu nehmen sind. 
Damit aber die Potenz (u— a y ) b * für «i = a v verschwinde, ist nur nöthig, dass 
der reelle Theil von b v positiv sei. 

Die Zulässigkeit der Werthe von l, deren reeller Theil zwischen 
und n liegt, folgt aus dem Verhältniss, in welchem die hypergeometrischen 
Functionen zu ihren Differentialquotienten stehen. Differentiirt man die Glei- 
chung (1.) nach x, so erhält man eine Differentialgleichung n ieT Ordnung für 

-t^-, welche sich in den Coefficienten nur dadurch von (l.J unterscheidet, dass 

1— 1 an Stelle von X getreten ist. Es ergiebt sich daher die Gleichung 

(5.) T-ft(f^'"i , '7)-4(j , i ,,, "r"f ,)• 

v ' dx "\ 6j, o t , ... b n> l J n \b x ,b % ,...b n >i.—\' 

Ist nun der reelle Theil von l erst nach Addition der ganzen Zahl m grösser 
als n, so sind die mehrdeutigen Integrale y v in dem Ausdrucke 

— H ( a " a » ...«»,* \ 
dar n \b t ,b tJ ...b n ,X+mJ 

enthalten, welcher einen völlig bestimmten Werth hat. Da aber, sobald nur 
der reelle Theil von k positiv ist, die Gleichung besteht 

^/'(fi-aO^Cfi-o,) 6 - 1 . . . {u-a n f*-\u--x) x +~- l du 
= Consta (tt-ai) 6l ~ 1 («-02) 6, " i . . . (u-a n f»- l (u-x) l - l du, 

a y 

so ist bewiesen, dass die Functionen y v particuläre Integrale von (1.) sind, 
so lange als der reelle Theil von X positiv ist. Wird letzterer dagegen negativ, 
so haben die bestimmten Integrale y y keine Bedeutung mehr für die Gleichung 
(1.). Die mehrdeutigen Integrale werden alsdann durch den Differentialquotienten 

^/%--a l ) 6, " 1 («-^) 6t " 1 • • • (u-a n ) b *-Xu--xy+-- l du 
oder 

bei welchem l+m als positiv im reellen Theile vorausgesetzt ist, geliefert. 
Der letztere Ausdruck ist aber, in Folge von (5.), wieder mit 

Const.Or-a,)' + F„(^ ^ bn , x ) 

identisch. 
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Durch diese Betrachtungen wird man direct darauf hingewiesen, nicht 
die bestimmten Integrale, sondern die Reihen zu Grunde zu legen, da letztere 
in Bezug auf die Constanten ein grösseres Werthgebiet umfassen. In der 
That wird die hypergeometrische Reihe (2.) nur dann illusorisch, wenn e+X 
eine negative ganze Zahl oder Null ist. Das Vorzeichen der Constanten ß 
beeinflusst die Convergenz der Reihe nicht, und daher können, den vorer- 
wähnten Fall ausgenommen, die Grössen e, X, /? n ... ß n ^ l völlig beliebige 
Werthe annehmen. 

Die erweiterte Gültigkeit der particulären Lösungen macht es möglich, 
ausser a 19 c^, ... a n und x eine w+2 te Grenze für die bestimmten Integrale 
zu benutzen, nämlich den Werth 00. Da' der reelle Theil von X nicht mehr 
grösser als n zu sein braucht, sondern selbst beliebige "negative Werthe an- 
nehmen kann, so verschwindet der Ausdruck 

für w = oo, sobald der reelle Theil der Summe b t +b 2 -] \-b m +X, welche 

durch s bezeichnet wird, kleiner als n ist. Nimmt man an, dass die letztere 
Bedingung erfüllt ist, während auch 6 t , 6 2 , ... b n und X in ihrem reellen 
Theil positiv sind, so sind sämmtliche n-\-2 Grenzen a M ... a„, 00 und x 
unmittelbar anwendbar. In Uebereinstimmung mit der früheren Benennung 
bezeichnet man, da der Werth 00 der n+i iQ singulare Werth der Differential- 
gleichung (1.) ist, durch j/„,*+i und y n+l die particulären Integrale: 



a Y 



y. + i = y , "(«-a 1 ) 6 •- , («-o J ) t '- , . . . («-a.) 6 -" 1 (u-x) l -'du. 

X 

Ist der reelle Theil von s grösser als n, so erhält man die den Integralen 
y y>n+ i und y fl+ i entsprechenden particulären Lösungen von (1.) mit Hülfe der 
Gleichung (5;). Man ersetze X dnrch l—tn, wo die ganze Zahl m die Be- 
dingung, dass der reelle Theil von s—m—n negativ sei, zu befriedigen hat. 
Dann haben die Integrale 



J (tf-öi) 6 '" 1 . • • (u-a^iu-xy-"-^ xm&f (u-atf*- 1 . . . (u-a H j b *-\u-x) l ' m ' l (tu 



a r 



einen völlig bestimmten Sinn; indem man ihre Reihenentwicklung in Mal 
nach x integrirt und die Integrationsconstanten passend wählt, gelangt man 
zu particulären Lösungen von (1.). Auch hier hat man, wie vorher bei 
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der Grenze x, das Resultat, dass hinsichtlich des Werthgebietes der Con- 
stanten die 'Reihen allgemeinere Lösungen der Differentialgleichung sind, als 
die bestimmten Integrale; die Bedeutung der letzteren ist allerdings nicht auf 
die einzelnen singulären Punkte beschränkt. — Im Folgenden werden auch 
die übrigen particulären Integrale durch die hypergeometrischen Reihen F aus- 
gedrückt und dadurch von der Bedingung, dass der reelle Theil der Grössen 
6 positiv sei, befreit werden. 

In Betreff der Eigenschaften der Integrale y Vjn + x und y Ä+1 zeigt der 
Werth oc eine vollkommene Analogie mit den endlichen singulären Punkten. 
Das System der particulären Integrale wird erst durch die Hinzunahme der 
Grenze oo ein vollständiges. 

II. 

Die Integrale y y>Ä+ i haben nur den Werth a y und den Werlh oo zu 
Verzweigungspunkten; dieselben verhalten sich somit ganz analog den Integralen 
y H)y , bei denen ebenfalls gerade die Grenzen a^ und a y Verzweigungspunkte 
sind. Man weiss ferner, dass das Integral, dessen Grenzen a, und x sind, 
das mehrdeutige Hauptintegral des singulären Punktes a v darstellt; ebenso er- 
giebt sich y n+l , welches oo und x zu Grenzen hat, als das n ie Hauptintegral 
für den singulären Werth oo, welches bisher noch nicht in der Form eines 
bestimmten Integrals ermittelt worden war. 

Ich habe bei dieser Gelegenheit eine irrthümliche Angabe zu berichtigen, 
welche im 3 ten Abschnitt meiner Abhandlung über die hypergeometrischen 
Functionen im 71 ten Bande dieses Journals vorkommt. Es wird daselbst aus- 
geführt, dass ein Integral y v endlich und eindeutig in der Umgebung eines 
singulären Punktes a k sei, wenn k nicht gleich v ist. Die Integrale y v sind 
jedoch bei allen singulären Punkten der Differentialgleichung mehrdeutig. Die 
im 71 ten Bande, Seite 342, angestellte Betrachtung, der zufolge das Integral 
y y nach Umkreisung des Punktes a k in einer unendlich kleinen Curve mit 
dem Anfangswerth zurückkehrt, enthält zwar nichts Unrichtiges, aber der Schluss 
ist falsch, dass hierdurch die Eindeutigkeit von y v bewiesen werde. Eine 
derartige Folgerung ist nur erlaubt, wenn die Dimensionen der geschlossenen 
Curve endlich sind, dagegen nicht, wenn dieselben unendlich klein sind. Als 
i»— l te eindeutige Integrale treten vielmehr, wie gezeigt werden soll, die be- 
stimmten Integrale mit unendlicher Grenze ein. In der erwähnten Abhandlung 
ist demgemäss der Text von den Worten „Für den Punkt a k ist schliesslich 
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auf Seite 342 bis zu den Worten „wahrend y k nach Division durch die Potenz 
(x— a*) 5 ** 2 " 1 eindeutig und endlich wird" auf Seile 343 zu streichen; alles 
Andere im Abschnitt III., so wie die übrigen Abschnitte L, II., IV., V sind 
unverändert beizubehalten *). 

Um nachzuweisen, dass das Integral j/ v ,.+i in der Umgebung eines be- 
liebigen singulären Punktes a k , ausgenommen für k=v J eindeutig und endlich 
ist, theilt man dasselbe in zwei bestimmte Integrale mit den Grenzen a YJ p 
und p, x, wo p eine endliche grosse Zahl bedeuten möge. Sodann lässt 
man die Variable x eine geschlossene Curve um den Punkt a k beschreiben; 
man setzt x = a k + x, wo der Modul von x klein, jedoch eine endliche 
Grösse sein möge. In dem ersten Integral 

f\u - aO 6 '- 1 (ti - <h) b *- 1 ...(*- O 6 »- 1 - x) 1 - 1 du 



Oy 



umschliesst, bei passender Wahl des Integrationsweges, die Curve von u—x 



*) Wie ich inzwischen aus dem im October dieses Jahres ausgegebenen dritten 
Hefte des 72 ,en Bandes dieses Journals (S. 260) ersehen habe, macht Herr L. Fuchs 
in dem von ihm veröffentlichten Aufsatz (L. Fuchs „Bemerkungen zu der Abhandlung 
über hypergeometrische Functionen etc." Bd. 72, S. 255 — 262) darauf aufmerksam, 
dass die Integrale mit der Grenze x an keinem der singulären Punkte eindeutig sein 
können. 

Herr Fuchs erörtert ausserdem noch einige andere Punkte, auf die ich näher 
einzugehen habe. Die Ausfuhrungen desselben auf S. 256 — 258 beruhen auf einem 
Missverständniss. Es bat mir durchaus fern gelegen, zu behaupten, dass die ange- 
stellten Betrachtungen auch ohne Weiteres auf den Fall, wo die Grössen 6, -f- A, b t -\-l etc. 
ganzzahlig sind, wo also die Mehrdeutigkeit der n ten Integrale verschwinden würde, 
auszudehnen sind. Es findet hier dasselbe statt, wie bei dem Gaussschen Integral 
iür die Gleichung zweiter Ordnung 

welches illusorisch wird, sobald y eine positive oder negative ganze Zahl ist. In 
meiner Abhandlung bedeuten die Summen b t -\-X, b t -\-X etc. tiberall Zahlen, welche 
nicht ganzzahlig sind. Es werden daselbst die n ,en Integrale durchweg als mehrdeutige 
bezeichnet (d. Einleitung, S. 325 und a. a. O.) und von den übrigen Integralen, welche 
ein unter sich gleichartiges Verhalten zeigen, unterschieden (S. 322 und S. 344, wo 
das n ,e Integral ausdrücklich als „alleinstehend' 4 bezeichnet wird) ; ferner ist die für 
y { gegebene Reihe auf S. 347 illusorisch, sobald 6, + A eine ganze negative Zahl ist, 
und es wird (S. 336) noch besonders die Analogie mit den Gamma- Functionen er* 
wähnt. — Uebrigens war diese Frage bereits erledigt durch das für den Fall a = ß 
existirende logarithmische Integral der hypergeometrischen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (S. den Spitzerschen Aufsatz im 57 1en Bande dieses Journals S. 78 und die 
von Herrn Borchardt hinzugefügte Bemerkung ebendaselbst S. 81). Auch kann ich 
mich auf meine inzwischen in diesem Journal erschienene, der Kedaction im Monat 
August übersandte Abhandlung „Ueber die einfachen singulären Punkte etc." beziehen, 
in welcher gerade auf die logarithmischen Integrale dieser Ausnahmefalle näher ein- 
gegangen wird. — Herr Fuchs erklärt es sodann auf S. 259 für unzulässig, dass ich 
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oder u—a k —x den Nullpunkt jedenfalls nicht, weil alle Werthe des u zwischen 
a Y und p um endliche Grössen von a k verschieden bleiben. Das zweite In- 
tegral verwandelt sich durch die Substitution u = — in 

i 



j 



„•— « (1-w)*- 1 .. . (1 -a n t>y*-\l -Xf>) l - l dv; 



da aber r> hier nur sehr kleine Werthe annimmt, so liegt die ganze Curve 
von 1 — xe stets in der Nähe des Punktes 1, so dass der Nullpunkt sich 
ausserhalb derselben befindet. Aus dem Umstand, dass man eine endliche 
Function zwischen endlichen Grenzen zu integriren hat — worin, nach der 
angeführten Reduction, auch der Fall, dass die reellen Theile von b y und 
n—s positive ächte Brüche sind, einzubegreifen ist — ergiebt sich dann der 
Schluss, dass jf y , n+ i in der Umgebung von a k eindeutig und endlich ist. 
Ib Jfn+i setze man u = — , wodurch man erhält: 



die Eindeutigkeit und Endlichkeit eines bestimmten Integrals mit endlichen Grenzen 
aus der Eindeutigkeit und Endlichkeit seiner sämmtlicnen Elemente auf dem be- 
trachteten Flächengebiet (Bd. 71, S. 341) folgere. Ich glaube indessen diese Methode 
in jeder Beziehung aufrecht erhalten zu können. Das von Herrn Fuchs zum Beweise 

seiner Ansicht angeführte Beispiel; / — , ist nicht zutreffend, da die Elemente 

%/ u ~~- x 



des Integrals, welche den Werthen u=0 und u = 1 entsprechen, auf dem die Punkte 
x = und x= 1 enthaltenden Theile der «-Ebene der Bedingung, überall endlich 
zu sein, nicht genügen. 

In der interessanten Abhandlung des Herrn Tissot: Sur un dlterminant d'intlgrales 
dlfinies (Journal de M. Liouville t. 17, ann£e 1852), die ich erst in Folge der seitens 
des Herrn Fuchs geschehenen Erwähnung kennen gelernt habe, beschäftigt sich Herr 
Tissot mit bestimmten Integralen, welche allerdings mit den von mir behandelten ver- 
wandt sind (und zwar in ähnlicher Weise wie die zweite Gattung der Eulerschen 
Integrale mit der ersten), welche aber nicht mit denselben zusammenfallen. Hieraus 
erscheint es schon von vorn herein unwahrscheinlich, dass die von Herrn Fuchs be- 
hauptete Identität der Differentialgleichung des Herrn Tissot mit der meinigen statt- 
finden sollte. Um die linke Seite der Tissotschen in den vollständigen Differential- 
quotienten der linken Seite meiner Differentialgleichung zu verwandeln, hat in der 
That Herr Fuchs die Tissotsche Function <p(u) durch e~*<p(ti) ersetzen müssen. Da 
aber die Bezeichnung (p(u) von Herrn Tissot lediglich für das Product 

(t«— d) m (u— aj"» . . . (t«— a n y* n 

eingeführt ist,' so widerspricht die Fuchssche Substitution den Voraussetzungen des 
Herrn Tissot, und hat also Herr Fuchs zu meiner Differentialgleichung selbst mit 
Hülfe einer Integration und unter Annüllirung der willkürlichen Constante nicht ge- 
langen können, ohne für die Tissot&che Differentialgleichung vorher eine wesentlich 
davon verschiedene gesetzt zu haben. 
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Beschreibt nun x eine geschlossene Curve von sehr grossem Modul, welche 
die singulären Funkte a 19 ... a n einschliesst, so bleiben die entsprechenden Curven 

von 1 — — , ... 1 — — sämmtlich in der Nähe des Punktes 1, so dass die 

Potenzen {t — ^-j , ... (l— !h^y einen eindeutigen Werth behalten. 

Dies zeigt, dass das bestimmte Integral mit den Grenzen und 1 für grosse 
Werlhe von x eindeutig und endlich ist. Das Product x n ~*y n + x lässt sich 
daher in eine convergente, nach fallenden Potenzen von x fortschreitende Reihe 
entwickeln, woraus folgt, dass y n+l das n ie Hauptintegral für den singulären 
Werth oo ist. 

Die Reihenentwicklungen der verschiedenen partikulären Integrale sollen 
durch hypergeometrische Reihen höherer Ordnung ausgedrückt werden. Für 
y n+l ergiebt sich unmittelbar ein Ausdruck durch eine hypergeometrische Reihe 
ftt" Ordnung, wenn man 

u = a y + 



x — a v 



substituirt; a y bezeichnet einen beliebigen der singulären Punkte a l9 ... 0„. 
Man findet mit Hülfe von (3.) die Gleichung 

,g V / < / i_ _1 1 i i \ 

'' ' r(<r)r(A) , wp ' a k — a y ' m " ay-t— a y ' a y +i— a y '"' a n — a y * x— a r I 

rQa + l) ^ ° v) r *\o, b l7 ... 6 K _ 1? b y+l , ... b H , X /> 

in welcher 

o = n— 8 = n — (61 + 62 + •••+&» + *) 

gesetzt ist. Die Reihe ist convergent, wenn mod. kleiner als mod. , . . . 

X"-~a y a. ~—a y 

mod. —^_ — ist, wenn also x ausserhalb des um a y geschlagenen Kreises liegt, 

dessen Radius gleich dem Abstände des Punktes a y von dem entferntesten 
der übrigen n — 1 singulären Punkte ist. 

Diejenigen partikulären Integrale, welche zwei constante Grenzen haben, 
geben, wie gezeigt wurde, Reihenentwicklungen, deren Coefficienten wieder 
hypergeometrische Integrale der n— l ten Ordnung mit constantem Argument 
enthalten. Es soll auf die Darstellung dieser letzteren durch die Functionen 
F n _ v näher eingegangen werden. Der Einfachheit halber wähle man das Ge- 
biet des singulären Punktes a L aus und entwickle nach Potenzen von x—a t . 
Dann sind alle Integrale y Uyr , bei denen weder fi noch v gleich 1 ist, nach 
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steigenden Potenzen von x—a v entwickelbar. Man hat die Integrale mit un- 
endlicher Grenze von denen, welche zwei endliche constante Grenzen haben, 
zu unterscheiden. Von den letzteren wird y 2 ,3, von den ersteren y.,,,+1 be- 
handelt werden; die übrigen werden durch Vertauschung von 02, 03, o Ä mit 
den andern singulären Punkten erhalten. 

Wenn man das Integral t/ 2)3 auf die Grenzen und 1 bringt und in 
der hieraus folgenden Gleichung 

02,3 

den binomischen Satz auf den letzten Factor der zwischen und 1 zu inte- 
grirenden Function anwendet, so lassen sich die in den Coefficienten der Reihe 
auftretenden bestimmten Integrale in Folge der Gleichung (3.) durch Functionen 
F n _i ersetzen. Man gelangt auf diese Weise zu der Gleichung: 

(?) , ia t ^a^^a^a t ^K t r(b^r(bJ^ 

*=u v / v , "\a t —a i y " x ^b t} 6,+A— ä— i, b v ... 6», 6, / 

Die in der Summe enthaltenen hypergeometrischen Reihen F Ä _i sind sämmt- 
lich convergent, sobald mod. (03—03) kleiner als mod.(Oi— 02), mod.(o 4 — Oj),'... 
mod. (a H —a 2 ) ist, sobald also der Punkt o 3 näher an <h liegt, als irgend ein 
anderer singulärer Punkt. Um die Gleichungen (7.) anwenden zu können, 
hat man daher zwei benachbarte singulare Punkte zu Grenzen des bestimmten 
Integrals zu nehmen. 

Hat eine -der Differenzen o 1 — 02, «4—02, . . . 0,-029 z. B. die Differenz 
o x — 02, einen kleineren Modul als O3—O2, so ist. der binomische Satz zweimal 
anzuwenden, indem auch die Potenz von 

l-Sz^i«, oder fCÄfl-ftZfL^ftzfL) 
o, — a r a t — o t \ o*— ö t a t — a 4 / 

entwickelt werden muss. Dann kommt in dem Coefficienten jeder Potenz von 
x—dt eine unendliche Summe von Functionen F n _ 2 vor. Man findet .in diesem 
Nl . » T.» (T.) die Gleich.», 
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JX& t +&,) /o,-a t V' +i - 2 






Sfc,j = 



^(-W-l)^)*; 

14- 



,=u v /v * "mi,— a 4 ' " *\& 1 ,& 1 +& 4 +/,-ft-t-3, 6 6 , ... 6„, 6 t /» 

in welcher die Reihen F„_ 2 convergent sind, da in dem Argument derselben 
die Differenz öx— flfe, deren Modul kleiner als mod.(a 3 — o?) sein sollte, nicht 
mehr vorkommt. — Man bemerke, dass für die dritte Ordnung, wo kein Werth 
o 4 existirt, an Stelle des letzteren eine beliebig bleibende Constante zu setzen 
ist; es ergiebt sich alsdann eine Doppelsumme von Gaussschen Reihen. 

Ist öi— (h nicht die einzige der Differenzen öi— a 2 * 04— «29 . •• ö„— «2* 
deren Modul kleiner als mod. (03—02) ist, so ist eine wiederholte Anwendung 
des binomischen Satzes erforderlich. 

Aehnlich wie y 2)3 lassen sich die Integrale y y , H +i durch hypergeometrische 
Reihen w—l ter Ordnung ausdrücken. In 



setze man u = a x + — — L und entwickele die Potenz, welche x enthalt, nach 

dem binomischen Satz. Nach Einführung der Functionen F n _ l vermittelst der 
Gleichung (3.) und nach einer Reduction der dabei auftretenden Gamma - 
Functionen ergiebt sich, wenn 

a = w-(6 1 +6 2 H Vh+l) 

genannt wird, die Gleichung: 

(9-) / / _«_ ..._i i_\ 

In derselben haben die Functionen F n _ x einen völlig bestimmten Sinn, sobald 

I 11 
mod. kleiner als mod. -, ... mod. , oder also, sobald raod. (0-0,) 

grösser als mod. («2— ö x ), ... mod. (a„_i— a x ) ist. Dies zeigt, dass die Gleichung 
(9.) direct anwendbar ist, wenn a n der von a L am entferntesten liegende sin- 
gulare Punkt ist. Ist a n ein anderer Punkt, so hat man, wie bei y?, 3 , den 
binomischen Satz wiederholt anzuwenden und erhält dann mehrfach unend- 
liche Summen von Functionen F. 

19* 
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Es wurde bewiesen, dass alle Integrale, welche zwei der Gonstanten 
a i9 «2^ •• • «» zu Grenzen haben, nach Division mit x l ~* für grosse Werthe 
des x in eine convergente, nach fallenden Potenzen von x fortschreitende 
Reihe entwickelbar sind. Das Gleiche gilt, wenn man x um eine Constante 
verringert; es sollen hier die Reihenentwicklungen dieser Integrale nach fallen- 
den Potenzen von x — a v , als die einfachsten, hergestellt werden. Wählt 
man das Integral y ly2 aus, so ist einerseits die Entwicklung desselben nach 
fallenden Potenzen von x—a x oder x—ch, andererseits die nach fallenden Po- 
tenzen von x— a 3 , wo a 3 einen beliebigen der andern singulären Punkte be- 
deutet, abzuleiten. In ganz analoger Weise wie bei den Formeln (7.) und 
(9.) gelangt man zu den beiden Gleichungen: 

(10.) / C-iy-'Ca.-aJ^rCfcjrCfcJ (s-a,)'-' " 

j/ i y ß- i )k(b t +k--V k / a t --a l \ k F ( 0, a,-^, ... a Ä ~a i; a t -aA 

^ ; (6.+6,+ft-0* Va-a/^-'^+Ä, 6,, ... &„, 6 t / 
und: 

r(b t + 6«) yu _ 

(11) , (-l)^(a t -a 1 )^üf i r(6 1 )r(6 f ) (*-«,)" 

Die Functionen F^ in (10.) und (11.) haben sämmtlich einen vollständig 
bestimmten Sinn, sobald a L näher an a 2 liegt, als irgend ein anderer sin- 
gulärer Punkt. 



III. 

Aus der Definition der hypergeometrischen Functionen durch die Un- 
stetigkeits- und Verzweigungs-Bedingungen ergiebt sich unmittelbar, dass ge- 
wisse Producte aus einer hypergeometrischen Function und einer Potenz wieder 
hypergeometrische Functionen sind. Nennt man 

px ~ q =x' va,v ~~ q —a' für v = l, 2, ... u— 1,^+1, ... n, 

x—ap ' a y — a M yy * i r~ ir~i * > 

80 besteht die Gleichung 

ff ( a i ) a t) • • • öju-l» <*n> a p+l) • • • a *> x \ ___ 

i n ^,, b t , ... 6^-1, bp, 6^+1, ... b n , X' 

{x-a^HXi" f*' '" $-» P ' l" +v '" a h : ' f), 

N t" M>i, O t7 ... fyi-l, CT, Ofi+ij ... D„, A/' 
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in welcher o für n — (b l +b 2 + ••• + £„+*) gesetzt, und — als verschieden von 

a h angenommen ist. 

Zum Beweise dieser Gleichung betrachtet man die Verzweigung des 
auf der rechten Seite stehenden Productes. 

Die hypergeometrische Function, welche den zweiten Factor desselben 
bildet, hat erstens die Punkte x = a\ , ai , . . . a^ x , a^ +1 , ... a' n oder x = a L , (h , . . . 
0,1-1» «u+u ... ö» zu singulären Punkten, mit den Argumenten der unteren 
Reihe b n 6 29 • •• ^-i? Vfn ••• *»• Der Werth x=p giebt ferner den 
Werth x = oo, und x f = oo den Werth x = a M . Da endlich auch (x—a^) 1 ' 1 
sich nur für x = a M und a: = ao verzweigt, so haben die rechte und die linhe 
Seite von (12.) genau dieselben Verzweigungspunkte. 

Für a?'=oo hat die zweite hypergeometrische Function »— 1 particuläre 
Integrale, welche nach Division mit der X— l ten Potenz von x\ oder also nach 

Multiplication mit ^ — zr~) * * n e * ne convergente, nach fallenden Potenzen 
von x f fortschreitende Reihe entwickelbar sind. Da nun (px—q) l ~ l in der 
Umgebung des Punktes x — a^ monodrom ist, und die fallenden Potenzen von 
x steigende Potenzen von x— a^ sind, so enthält das Product 

"Vfcj, 6 t , ... fc^-i, o, fc^+i, ... b H , \' 
» — 1 Functionen, welche in der Umgebung des Punktes x — a^ stelig und 
eindeutig sind. Das n te Integral von H n (x') für grosse Werthe von x' hat 
(Bd. 71, S. 344) den Exponenten 

in Bezug auf x', oder also den Exponenten +b^ in Bezug auf x—a,,, so dass 
sich für das Product (x— a H ) l ~ l H n {x') der Exponent 6^+A — 1 ergiebt. Dies 
zeigt, dass das Product (x—a M ) l ~ l H n {x f ) sich in der Umgebung des Punktes 
a^ grade so verhält, wie die Function H n (x). 

Da ferner im Gebiete des Punktes x'=p, oder x = <x>, die Function 
H n {x) n-\ eindeutige, und endliche Integrale enthält, so kommen in dem Product 
(x-a^ l ~ x H n (x'\ ebenso wie in H H (x), »—1 Functionen, welche durch Division 
mit x 1 " 1 nach fallenden ganzen Potenzen von x entwickelbar werden, vor, 
woraus dann auch die Uebereinstimmung des # ten Exponenten für a?=oo folgt. 

Es ist somit bewiesen, dass beide Seiten der Gleichung (12.) die gleichen 
Unstetigkeitspunkte haben, und dass in der Umgebung der letzteren auch die rechte 
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Seite genau diejenigen Eigenschaften besitzt, durch welche die auf der linken 
Seite stehende hypergeometrische Function definirt wurde. Hieraus folgt aber 
die Identität der beiden Ausdrücke. Controllirt man das gewonnene Resultat, 
indem man in der Gleichung (1.) 

»-<-*>"* £?-• r <— — 3=? 

substituirt, so erhalt man als Gleichung zwischen rj und x in der That eine 
hypergeomefrische Differentialgleichung. 

Die Betrachtungen, welche die Grenze oc als zulässig erwiesen, sind 
im Grunde gleichbedeutend mit der Gleichung (12.), da die Ausdrücke der 
rechten Seite von (12.) auf die bestimmten Integrale mit unendlicher Grenze 
zurückkommen. Man benutzt hier die Gleichung (12.) auch nur, um die 
Existenz der Relationen allgemein zu beweisen.. Zur Herstellung der Relationen 
selbst wird im Folgenden an die Gleichungen (6.) bis (11.) angeknüpft. 

Der Umstand, dass y w+1 , das bestimmte Integral mit den Grenzen x 
und oo, nach fallenden Potenzen sowohl von x—a L als von x— 02, ... x— a n 
entwickelbar ist, führt unmittelbar zu einer Gleichung zwischen zwei hyper- 
geometrischen Reihen » tcr Ordnung. Nimmt man in (6.) für a v nacheinander 
awei verschiedene Werthe, z.B. a A und a 2 , so folgt: 

/o _L L_ _J LA 

r(<7+A)^ ai) - *"\o, b t , b s , ... b„, X )~ 

/o _J L_ _J LA 

WTO (x _ rF I ' a t ~a t ' « -«, ' ' ' ' «,-a, \ a>-a t \ . 
r(o+X) K "^ -\a, b t , b„ ... K, X / 

Man wählt fär diese Gleichung andere Buchstaben, indem man 

1 i 

= £, - = «,, by+i = ßr, rar v= 1,2, ...»-1, 



setzt, und den Satz anwendet, dass die Multiplicalion der oberen Arguraenlen- 
reihe mit einer und derselben Grösse den Werth von F m nicht ändert. Man 
erhält dann die Gleichung 

„ /0, a, , a t , ... a,_i, |\ _ 
"^«» Ä> Ä» ••' A-i» *' 

f f «■ Yp ( ' ' «,— «,' «,— «,' "' «.-l—«,' l-a, I 
iX-l/ "V, t, Ä, A, ... A-t, * /' 
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worin 

gesetzt ist, die Constanten e, X 9 a l9 ß^ ... a n _ t , ß n _ x aber unbeschränkt 
bleiben. Wegen der Symmetrie der linken Seite in Bezug auf \*i,ßj, 

(«29^2)9 ••• ( a «-i»'Ä-i) k aim a °f der rechten Seite an Stelle von «i jede 
der Grössen a 2 , ... «„* eingeführt werden. Für »=2 ergiebt sich aus (13.) 
die Gleichung 

oder, wenn die Gausssche Bezeichnung angewendet, und €=/*, 1— ßi = q, 
e+l=r genommen wird, die folgende 

welche als wichtige Relation in der Theorie der Gaussschen Reihe bekannt ist *). 
An die Gleichung (13.) schliesst sich zunächst eine Relation an, welche 
sich auf den Fall, dass an Stelle von £ eine Constante steht, bezieht. Da 
das Integral 



Ol 



in doppelter Weise auf die Grenzen und 1 gebracht werden kann, je nach- 
dem man die untere oder die obere Grenze gleich Null macht, so entstehen 
zwei Entwicklungen für das Integral. Die hieraus folgende Gleichung lautet 
in den eingeführten Bezeichnungen: 

P (®7 a i> <*%) « • ' a »-l» *\ __ 
fl4 y "^ Äl Ä' •'• ft-1» " 

In den Reihenentwicklungen der Integrale y H>v sind die Goefficienten 
gleich Integralen der n— l ten Ordnung mit constantem Argument; die Relationen 
zwischen zwei Integralen y^ y führen daher stets zu Gleichungen, welche auf 
beiden Seiten unendliche Summen aus hypergeometrischen Reihen enthalten. 
Ebenso wie die Gleichung (.13.) aus dem Ausdruck von y„ +1 folgte, gewinnt 
man eine Anzahl von andern Relationen aus den verschiedenen Entwicklungen, 



*) Siehe die Abhandlung des Herrn Kummer „Ueber die hypergeometrische 
Reihe", dieses Journal, Bd. 15, S. 54 und 55. 
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welche sich für ein und dasselbe Integral durch die Gleichungen (7.) bis (11.) 
ergeben. 

In. der Gleichung (10.), welche die Entwicklung von y l2 nach fallenden 
Potenzen von x-~a L angiebt, ändert die Vertauschung von a l9 b i mit flfe, b 2 
das Integral y 1}2 nur in Bezug auf das Vorzeichen, da y 2l = —y l2 ist. Man 
findet somit eine nach fallenden Potenzen von x—a L fortschreitende Reihe 
gleich einer andern, welche die fallenden Potenzen von x—a^ enthält. Indem 

man '~~ * = 5 setzt, die andern Benennungen entsprechend wählt und die 

Relation (14.) benutzt, gelangt man zu der Gleichung: 

r ( 1 V* C*—*)*(r+*—0* pf (°> a » a *> '- <**-*> j "\ _ 
(15.)/ («+?+*-«* ""^ Ä, /*«>••• A-*, r+v ~ 

tA g\l-iw ^* (*-<)*(g+*—l)* /' I Vb» f 0, «,, « t , ... « n _2, 1\ 

K * } a l J (H-«+*-i)* ^-i/*-^*H Ä. Ä. ... £-*• y A 

Die Gonstanten X> €, y y « l9 /9 n . . . a w _ 2 , /J^ sind beliebig, nur dass der 
Modul der Grössen ß n ... a Ä _ 2 nicht grösser als 1, und e+y keine ganze 
negative Zahl oder Null sein darf, da sonst die Functionen F w _, keinen Sinn 
haben. — Für n = 2 wird, da die Reihe F l sich auf die Gonstante 1 redu- 
cirt, die Gleichung (15.) ebenfalls mit der vorerwähnten Gleichung 

F(p,q,r,£) = (1 -£)-* f(p, r-?, r, j^j) 

identisch. 

In ganz derselben Weise führt die gleichzeitige Benutzung der in (10.) 
und (11.) dargestellten Entwicklungen von y h2 zu der Gleichung 

i(-i)*(i^)^F.X%J;- "•' J' ••• "*- 3 > *) = 

in welcher die vorkommenden Constanten ^ 6, y, a, a t , ... a,^, /9, ß n ..." ß B _ 3 
wieder nur der einen Bedingung, dass die Functionen F m _ t einen Sinn haben, 
unterworfen sind. 

Die Integrale y y , w+ i lassen sich nach steigenden Potenzen von x—a^ 
x—ch, . . . x—a v _i) x— a K+M . . . x— a n entwickeln. Es kann daher, wenn a H 
nicht allein für a,, sondern auch für a 2 etc. der entfernteste singulare Punkt 
ist, 0i, b t in der Gleichung (9.) mit a^ b 2 etc. vertauscht werden. Es folgt 
hieraus die Gleichung: 



Pochhammer, über Relationen zwischen hypergeom. Integralen n 1er Ordnung. 153 
&/ |yt (*—<)*(«+*—<)» »» f 0. *» «ii • • • «—3, «\ 

worin 

gesetzt ist. 

Endlich erhält man, von » = 4 an, auch für das Integral y 2j3 mehrere 
nach steigenden Potenzen fortschreitende Reihen, da dasselbe nicht allein nach 
a?— «i, sondern auch nach a?— a 4 , ... x — a H entwickelt werden kann. Ver- 
tauscht man in der Gleichung (7.) die Elemente a M b L mit a 4 , 6 4 und nennt 



x — a, t a A — a 



= s 9 -* — - = «j , etc. , so ergiebt sich die Gleichung : 



«t— a i a i— a 

I j(-D'c^ d.^.-C , + Ji-i, j: ;:: : : : r,; ? - 

Bei den Gleichungen (17.) und (18.) besteht, wie bei den früheren, die Vor- 
aussetzung, dass in der oberen Argumentenreihe der Functionen F n _ L der 
Modul des letzten Elements kleiner als der aller übrigen Elemente sei, da die 
Reihen sonst divergiren. Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so hat man 
die Gleichung (8.) und die analogen Gleichungen an Stelle der hier angewen- 
deten zu Grunde zu legen; die hieraus folgenden, allerdings weniger einfachen 
Relationen behalten dann auch för die im Vorhergehenden ausgeschlossenen 
Fälle ihre vollständige Gültigkeit. 

Da die partikulären Lösungen der Differentialgleichung (1.) durch be- 
stimmte Integrale, bei denen die zu integrirende Function dieselbe ist, ausge- 
drückt sind, so ist eine directe Addition möglich, sobald zwei Integrale in 
einer Grenze übereinstimmen. Es folgen die Gleichungen: 

aus denen sich, mit Hülfe der Gleichungen (7.) bis (11. ), Relationen zwischen 
verschiedenen Reihenentwicklungen ergeben. Es soll auf diese Gleichungen 
zwischen drei oder mehr partikulären Integralen hier nicht näher eingegangen 

Journal für Mathematik Bd. LXXIII. Heft 2. 20 
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** » C'iasaaneucäCjKBu^ erforderfirba coarergenten Reihen- 
«ra-jsunwai wirü* im AJeäimi IL ngrgebea. Xar eine der zwischen 
•— I imscrnfsi MSüämiitt Beüaaiaca. welche fir die Verzweigung der 
Tß^erpwmscsäiBa. Fhuzzaul vesaudk &. wird ia Folgeade« kurz behan- 



IV 

lafiefral für eiaea bestimmten 
s^i vm r j^seaa jsl mit d* \waobt x kicad ene za dem Ausgangs- 
BOTa&saxrmuB Cur** inräiäaft. » ta&seit £e Frage, welches der 
astiitsääluae ^atä u-* ämssras isr. vai casse&e iaags der gegebenen 
K*r**f *«iiur tpl >tf ^esEaitissisflif Cinf kaam imiifc I durch eine An- 
aaL iMn&rtr .rescaiiiäsisiifr Cjptss *cskk wwmb. derea jede nur einen 
snapiiarsi Fune «nbaU». si io& ne Frvf us£ Äe raJTfi an& eines einzelnen 

Titi iamisuiiH>ei jnusraitr *>» 1 auriium ia cm Klassen: die In- 
fi _ dir flirrst äm^ra* i t . um «u- fa&egrale j,. 

3it* int^natf t, . _, jaom. nr v «an M aScfcra Verzweigungspunkt, 

j»m 5*aD»r t .. ja romta iöräca «wB*^*» Gebart siad sie oonodrom 

suai* Jt «r wi»mv ak Mrcfamn PmI»t «, werden sie nicht 

« ?i*?ssira wu «nur ?ma* vm r— 4L «mwati^ gebfin» also nicht za 

?wkvs*> $iam Mswim ms tmem eiadeatigen und 
~m— aaiiua Ka gpäebta Ctankter babea sie für den 

TW ****** t . . *n ««* * ™* r w« IiMm ms der Reibe 
t. t. lM . mm ;* «i V«i i »«% aa i i 'iF « fci K « A? «, "d oo. Für 

jkH **»* x sm ^w **«icitw*wur. *a sw «v* Diiisiaa aut x*~ l eindeutig 
w* *»dto* %*««. ia *iw«* «r anäwa «a*&*» *a*uliren Punkte ent- 
W*t ^ ***S« «*» W^ ** im****** Bestaadtbeüe. 

TW W«* t. ww» 5äaiardMW *«*£** P«kte der Differential- 

^ ^ *Wt* * m ****« «ä«rN« Adeaüg und endlich; 

^ ^^*r. ^r ^i**P* ^«r?««««*« Wcfral lings irgend 

^. ^«M vV.^ « .^^^ ***** ** " f die Zerie ^ der 
^M,^^ \ ü W ^«o^ ** * «*«*-«« FwcUonen, aus denen 
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sie in der Umgebung der einzelnen singulären Punkte bestehen. Denn in 
Folge der Gleichung 

y^ = s^-y* 

ergiebt sich das Verhalten von y^ bei der Umkreisung von a M aus dem Ver- 
halten von y h und y y ; da aber y M nach Division mit (x—a tt ) h i i +* r ~ l monodrom 
ist, so bleibt nur übrig, die Aenderungen zu bestimmen, welche y v bei Um- 
kreisung des singulären Punktes a u erfährt. 

Es soll beispielsweise das Integral y 2 in der Umgebung des Punktes 
ax behandelt werden. Der Einfachheit halber nehme man an, dass <h. der 
nächstliegende Punkt an a„ a 3 der nächstliegende an <*2, etc., a n der nächst- 
liegende an a„_! sei, und dass a n sowohl von a v als von <h entfernter liege, 
als die andern singulären Punkte. Dann sind im Vorhergehenden convergente, 
nach steigenden Potenzen von x — a t fortschreitende Reihenentwicklungen für 
die Integrale 

'Wn #2,3} #3,4} ••• jfi>— 1,*D #»,»+1 

angegeben worden. Diese n Integrale bilden zusammen das vollständige Integral 
von (1.); man hat also die Gleichung 

02 = ^yi+^^+Cjjf^H \rCn-iyn-un+c n y nyn +i, 

in welcher c M c^ ... c n Constanten bedeuten. Die am Eingange des Ab- 
schnittes gestellte Aufgabe ist somit auf die Auffindung der Werthe von c 
d , ... c n zurückgeführt. 

Zur Bestimmung der Constanten sollen die Werthe x=a 2 und x — a t 
benutzt werden. Durch #—2 malige Differentiation der Gleichung in Bezug 
auf x erhält man 

yP = c 1 ^+ft^H^fö+---+^!f?-+t 

für y = l, 2, ... n—2. Die Integrale y^+i von /a=S an, so wie ihre Ab- 
leitungen, nehmen für x = a2 Werthe an, welche unmittelbar aus den n— 1 
ersten Coefficienten der in (7.) und (9.) angegebenen Reihenentwicklungen 
erhalten werden, wenn man in diesen Gleichungen die Buchstaben a L und #2 etc. 
miteinander vertauscht. — Um die Werthe der Integrale y 2 , y n y 2 ,3 und ihrer 
Ableitungen für x = a 2 herzustellen , setzt man voraus, dass l grösser als 
7?,— 1, und dass b 2 positiv sei, eine Annahme, welche für das schliessliche 
Resultat nicht wesentlich ist. Dann ist das Integral y 2 für x — a x gleich Null, 
ebenso die n— 2 ersten Ableitungen desselben; ferner haben die Integrale y t 
und y 2 ,3} so wie ihre n—2 ersten Ableitungen, für x = ch einen endlichen 

20* 
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eindeutigen Werth, da der mit der Potenz von x—ch behaftete Snmmandns 
verschwindet. Diese Werthe ergeben sich gleich je einer Function F n ^ l ^ 
multiplicirt mit einem aus Potenzen und Gamma-Functionen bestehenden Factor. 
Von der Wiedergabe der Ausdrücke soll Abstand genommen werden, da die- 
selben ohne alle Schwierigkeit erhalten werden. 
Die n— 1 Gleichungen 

= c l y l ((h)+c 2 y 2yZ (iijyi hc— ijf—i,.(«2)+^ijf« > »+i( || 2)i 

bestimmen die Constanten c J9 c 2 , ... c n bis auf einen gemeinsamen Factor. 
Um den letzteren zu finden, setze man x = a x und nehme b L als positiv an. 
Die Werthe von y 2)3 , y 3>4 , ... y n ^ liH und y n>n+ i für x = a t ergeben sich aus 
den Anfangsgliedern der Entwicklungen (7.) und (9.). Das Integral y L ver- 
schwindet für x = a t \ y%{a t ) ist ein bestimmter eindeutiger Werth, welcher 
sich jedoch nicht durch eine einzige Function F„_i , sondern, in Analogie mit 
den Entwicklungen für die Gleichung (8.), nur durch eine unendliche Summe 
von Functionen F n _ 2 ausdrücken lässt. 
Die n ie Gleichung 

bestimmt die Constanten c M c 2 , ... c m vollständig, wodurch die Zerlegung 
des Integrals y 2 in den wie die Potenz (sc— a,) 6,+ '"" 1 mehrdeutigen Summandus 
c l y { und in den eindeutigen Summandus 

(hy^+ c 3 y 3 ,4H h e»-iSf«-i,..+ c n y n ^+ x 

bewerkstelligt ist. 

V. 

Die im Abschnitt III. abgeleiteten Relationen lassen sich, so weit sie 
Functionen F n _ Y enthalten, für h=3 in der Gasmschen Bezeichnung darstellen. 
Es sollen daher die erhaltenen Gleichungen für die dritte Ordnung kurz re- 
kapüulirt werden. 

Die Gausssche hypergeometrische Reihe 

~ Ji ~l.r "^ 1.2.r(r-H) X "*" ÜXr.(r+J)(r+2) *+ — » 
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« 

welche nach der hier gebrauchten Bezeichnung mit F 2 ( ' j ' r— o) identisch 
ist, kommt für n = 3 in den Gleichungen (15.), (16.) und (17.) vor. Diese 
Gleichungen lauten in ihrem Ausdruck durch die Gamssche Function F(p,q,r,x) 
folgendermassen : 



(19.) 



|(i- S - J ( -i)'(^±J=l>(|i-)V«+*, *, <+r+u, a>, 



(80.) 



(S»-) 



^(-lni-i),?^«,.»-*,,.,«) = 

Die Ausdrücke in den Gleichungen (13.) und (14.) redaciren sich für 
n = 3 nicht auf Gausssche Reihen. Indem 

*A t , a. a, ^ - 
4 CO, rCA-O. ■ (A-0.1i:, («+0« KÄ- 1 ^ i (Ä-0.(A-0. , (A-Q« 1 tf 

gesetzt wurde, ergeben sich aus (13.) und (14.) für die dritte Ordnung die 
Gleichungen 



. w <S:£D-(<-^n«-^r'.(l , x ,1 X , D. 

worin x die Differenz 

3-(«+ft+Ä+l) 

bedeutet. Die in den Gleichungen (19.) bis (23.) vorkommenden Constanten 
K € > &* 7> a , a n «2^ ßn fii sind völlig beliebig, bis auf die eine Beschränkung, 
dass die hypergeometrischen Reihen einen Sinn haben müssen. 

Berlin, im November 1870. 
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Vibrationen eines Ringes in seiner Ebene. 

(Von Herrn R. Hoppe.) 



Jliin elastischer Ring, dessen Figur durch Rotation eines kleinen ebenen 
Flachenstücks um eine entferntere Axe entsteht, ist im allgemeinen für jede 
gerade Knotenzahl zweier Arten ebener Vibrationen fähig; bloss für keinen 
und für zwei Knoten giebt es nur je eine periodische Bewegung. Die radiale 
und die peripherische Verschiebung bedingen sich gegenseitig und sind von 
gleicher Ordnung der Kleinheit. Mit wachsender Knotenzahl geht die lang- 
samere der zwei unabhängigen Vibrationen in eine rein radiale, die schnellere 
in eine rein peripherische als Grenze über, so dass beide einzeln den Charakter 
der Transversal- und Longitudinalschwingungen gerader Stäbe annehmen. 

Wir setzen zunächst voraus, dass in der Richtung der Rotationsaxe, der 
Axe der *, keine Verschiebung stattfindet. Ferner betrachten wir den Quer- 
schnitt f als starr und beständig normal zur Oberfläche, bringen jedoch seine 
kleinen Dimensionen vollständig in Rechnung, weil sie mit unendlich grossen 
Zahlen multiplicirt vorkommen. 

1. Bewegungsgleichungen. 

Im indifferenten Zustande sei r der Abstand des Schwerpunkts des 
Querschnitts von der s-Axe, r(l+£) der eines beliebigen materiellen Punkts, 
<p der Winkelabstand der Querschnittsebene von der z>x-Ebene nach den po- 
sitiven y hin. Dprch Deformation gehe der Radiusvector r(l+£) in r(l +£+«), 
der Winkel q> in (p+v+t, wo r> die Ablenkung des erstem, t den Winkel 
zwischen ihm und dem Querschnitt bezeichnet. Dann sind die ebenen Co- 
ordinaten eines beliebigen Punkts nach Deformation: 

tx = r(l+u)co8(<p+v)+rgcos(<p+v+r), 
(1 .) } 

\y = r(l+«i) sin(y+0)+r£sin(g>+f>+T). 

Den Werth 

du 

T = — 



rd<p 

findet man, indem man den Richtungswinkel (p+e+r der Normale der Schwer- 
punktscurve sucht, welche die Gleichungen (1.) für 1 = bestimmen. Ent- 
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wickelt man die Ausdrücke bis auf erste Potenz von u und r>, und bezeichnen 
die Accente die Differentiation nach <p, so werden diese Gleichungen: 

2 ix = r (1+g+u) cos <p—r |(l+£)f> — &\ 8\n<p, 

\y = r(\+£+u) 8in<p+r\(l+g)i*--&'\cos(p. 

Hieraus ergiebt sich in bekannter Weise ein Bogenelement, welches der Punkt 
(xy) bei constantem £ und variirendem cp beschreibt: 

8s = r|l+|+ii-|fi r '+(l+|)f? , }öy. 

Dieses ist durch einfache Dehnung aus dem Kreisbogenelement r(l-f-£)dg> her* 
vorgegangen. Die Dehnung der Längeneinheit beträgt also 

ds . ti-iti» , _, 



r(l+S)d<p 1+| 

und die Variation der Länge bei neuer Verrückung 

dds = rj(Jti-|cJfi ff +(l+|)(J€'|5y. 

Multiplicirt man das Product beider Grössen mit dem Elasticitätsmodul E und 
mit dem Flächenelement df und integrirt Ober den ganzen Ring, so erhält 
man die Variation des Potentials der peripherischen Spannungen, welche nach 
Voraussetzung allein in Rechnung kommen, nämlich 

(3.) Q = Erf 2n d(pfdr(^^ + ^^ 

Um zuerst über den Querschnitt zu integriren, sei 

of=ßdf; bf=ßdf; cf=-f^L v 
wo a, a+6 und c stets positiv sind; dann kommt: 



und nach theilweiser Integration: 



Dieses Potential ist nun im Zustande des Gleichgewichts mit äussern 
Kräften gleich der Summe der virtuellen Momente derselben. Die Componenten 
derjenigen Kraft, welche in irgend einem Punkte eine Masseneinheit im Gleich- 
gewicht halten würde, sind gleich und entgegengesetzt den Componenten der 
Beschleunigung in der Zeiteinheit. Wir zerlegen sie in radialer und periphe- 
rischer Richtung. Dann sind die Coordinaten 

r (!+£+*), r{(l+£)t>-|ti'}, 



160 Hoppe, Vibrationen eines Ringet in seiner Ebene. 

die Beschleunigungscomponenten 

r dt* ' r r + -dt' S W)'' 
die virtuellen Geschwindigkeiten 

rdu, r|(l+|)<to-|<to'|, 

» 

das Massenelement, wenn P die ursprüngliche Dichtigkeit bezeichnet, 

Pr(l+£)d(pdf, 

folglich nach Mujtiplication der letzten 3 Grössen und Integration das virtuelle 
Moment der Gesammtbewegung 

(4.) Q = -Pr>f tn d<pf{l+g)df\^d«+[(l+g) |^-^][d+D^-l^j • 



Integrirt man über f und beseitigt du durch theilweise Integration nach cp, 
so kommt: 

= - P/< />j[^- ( a + 6)^+(2, + 6)f£],fc 

ü 

+ [(i+3o+b)^-(2a+b)^] dt\ ■ 

Identificirt man jetzt die Coeflicienten der unabhängigen Variationen du, de 
in beiden Ausdrücken von Q und setzt zur Abkürzung 

Pr' 

so ergeben sich folgende Gleichungen: 

(5.) | ' ' 

\g{2a+b)^-(l+3a+b)^\+u'+i>'' = 

als Bestimmungen für jede in den anfänglich genannten Voraussetzungen be- 
griffene Bewegung des Ringes. 



2. Einfach periodische Vibrationen. 

Den aufgestellten Gleichungen genügen folgende, einer einfach perio- 
dischen Vibration entsprechende Werthe der Verschiebungen: 

tu = A cos (at+ß) cos (k<p + y), 
}t> = Ap cos (ott+ß) sin (& tp + y\ 
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und zwar muss k eine ganze Zahl sein, damit beide nach Durchlaufung des 
Umkreises auf ihren Anfangswerth zurückkehren. Zur Abkürzung sei 

X = i+k\a+b), fi = 2a+b, v = 1 +3a+b, 

£ = l—xp, 2rj = k 2 X—xv, & = v—k 7 fi, 



s = Iv-kY, 2a = xv+V(l-2/i\ p = lfy* +*£& 

Der Zusammensetzung gemäss sind A, u 9 v, x— 1, e, a stets positiv. Zwischen 
£, 77, & hat man folgende Relationen: 

'' 'x# + 2i? -#£ = 0. 
Nach Einführung der Werthe (6.) in die Gleichungen (5.) erhält man: 

ik(l-ga 2 ft)+p(k 2 -ga 2 v) = 
und nach Elimination von p: 

(9.) e(ga 2 ) 2 -2oga 2 +k 2 (x-l) = 

oder, was damit identisch: 

(egcf-of = p 2 . 

Die vier Wurzeln dieser Gleichung sind reell. Eliminirt man nämlich 
a 2 zwischen den Gleichungen (8.), so lässt sich das Resultat folgendermassen 
schreiben : 

(l+4p) , + 2(i-l)(l+4p) - *-l. 

Hiernach ist zunächst 1 + kp reell, also auch a 2 nach den Gleichungen (8.), 
und Gleichung (9.) zeigt dann, dass es nur zwei positive Werthe haben kann. 
Ist a die kleinere, a die grössere positive Wurzel, so hat man: 

(io.) .-/Eä, «-yHL 

Ebenso sollen durch den Accent die auf a bezüglichen Constanten von den 
auf a bezüglichen unterschieden sein, aus denen sie durch Vorzeichenwechsel 
von q hervorgehen. Nach Einsetzung des Werthes von a 2 in die Gleichungen 
(8.) ergiebt eine leichte Rechnung: 

Die Grössen A,ß,y bleiben willkürlich.* So viel man aber auch Terme 
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der Form (6.) für ein bestimmtes k und a zu einer Lösung zusammensetzt, 
so reduciren sich die unabhängigen Constanten immer auf vier, und man kann 
die Summe, alle Fälle umfassend, folgendermassen schreiben: 

U = (Acosk(p — Bsink<p)cosat+(Ccosk(p— Dsmk(p)$\nat, 

V = (Asink<p+Bcosk<p)co8at+(Csink<p+Dco$k(p)$inat, 

so dass die allgemeinste Lösung für ein bestimmtes k lautet: 

(12.) u=U+U', v=pV+p'V 

und 8 unabhängige Coefficienten enthält. Die ihnen entsprechenden 8 unab- 
hängigen Vibrationen kann man indess auf doppelte Art paarweise verschmelzen 
lassen. Combinirt man (A,B) und (C,D), so erhält man zwei Vibrationen, 
die beziehungsweise zwischen den 2k Knoten 

radial, und zwischen den festen Radien 

co\kif = — 7p cotÄy = — -g- 

peripherisch vor sich gehen, so dass eine der andern immer um ± der Schwin- 
gungsdauer in ihrer Phase voraus ist. Combinirt man hingegen (A, C) und 
(B,D)i so erhält man zwei andere Vibrationen für die festen Knoten lgk(p=0 
und co\k(p=0, während der Beginn der Schwingungsperiode beziehungsweise 

ist. Indem wir die ausserdem möglichen Zerlegungen in zwei Vibrationen 
zu je vier proportionirten Coefficienten übergehen, knüpfen wir die Betrachtung 
an die letztgenannte Zerlegungsform an , nach welcher die Knoten, d. h. die 
rein peripherisch vibrirenden Punkte, unabhängig von aller Coefficientenbe- 
stimmung feststehen. 

3. Ergänzung der Lösung. 

Für k=0 und &=1 wird a 2 = 0. Daraus folgt erstlich, dass hier 
nur die eine der beiden Vibrationsarten existirt, nämlich für 

A = 0, 0! = ^-^, p'=:0 
und für 

* = *> a = \ 9 ( i+4 a+2b-ay ' = I+5' 
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Erstere entspricht der gleichmässigen Ausdehnung und Contraction des ganzen 
Ringes ohne peripherische Verschiebung. 

Da aber hier zwei Wurzeln a = zusammenfallen, so folgt ferner, 
dass noch eine Lösung anderer Form existiren muss. Dem Werthe a = 
entspricht 

dt' v ' dt* v ' 
also ein u und ein r> linear in t, und die Gleichungen (5.) reduciren sich auf 

u+e'+c(u+2u"+u"") = 0, 
„'+<," = 0, 
wofür man sogleich schreiben kann: 

" r+u+2u"+u"" = 0; u + v=rc. 
Das vollständige Integral ist sichtlicherweise: 

u = Jcos<p+Zsin<p + (Ocos(p+jl3in<p)<p, 

e = rc(p + IT—/u8(p. 

Die über den Umkreis des Ringes nicht periodischen Terme sind unmöglich, 

ihre Coefficienten -T, 6 9 A also Null. Drückt man die übrigen in t aus, so 

kommt : 

u = (/cosy— fitsiny)<+-4iCOsy--J? 1 8in^ 

e = (n— /sin y— m cos (p) t-\-B ir - -4iSiny— J? 2 cosy, 

und man hat 6 von einander unabhängige Bewegungen. 

4. Vollständige Lösung. 

Fügt man zu den erhaltenen Werthen die zugehörigen periodischen 
Terme, so entsprechen k = die Verschiebungen 

(u) = Ä cos a f t+C sin a'f, 

0) = */ + #>, 
und für * = 1 sind sie 

!ii = (/cosy— msiny)<+ AiCOStp— 2?! sin 9+ 17', 
1-a 
i? = —(hin<p+mco8(p)t—(A l 8m<p+B l cosq))+J-^--V , . 

Addirt man jetzt alle den einzelnen k entsprechenden Lösungen, so werden 
die allgemeinsten Ausdrücke der Verschiebungen : 

21* 



164 Hoppe, Vibrationen eines Ringes in seiner Ebene. 

« = ( U )+Ü+2(U+U'), 
(14.) { _ ^ 

* = (v)+v+2\pV+p'V). 

4=1 

Zum Nachweis, dass dieselben alle möglichen Bewegungen des Ringes um- 
fassen, ist zu zeigen, dass jeder beliebige Anfangszustand durch sie darge- 
stellt werden kann. Seien also «, ©, -~-, ;ä- für / = gegeben; dann kann 
man folgende Grössen daraus berechnen: 

K = —J u cos k<pd(p, 4* = — / usin k<pd(p, 

II u 

L=—J tcosk<pd(p, X= — / ts\nk<pd<p, 
M = — f " ^cosktpdtp, ¥ = ^f " 57 sin* <pd<p, 



U U 



N——J 3-cosAyöy, £i = — / jt- sin k(pd(p 



o u 



and findet nach Einsetzung der Werthe (14.) für Jfc>l: 

K=A+A', -4> = B+B', 

L^pB+p'ff, X=pA+p'Ä, 

M=aC+a'C, -V=aD+ a'D', 

N = paD +p'a'D', £1 = paC+p'a'C, 

woraus mit Anwendung der Werthe (11.) hervorgeht: 

A K , yK-k&X ., _ K nK-k&X 

A ~ 2 + 2q * ~ 2 2q ' 

p , tjQ + k&L p , 30+*#L 

_Ä ~2 + 2p ' * ~ 2 2 e ' 

l '~2a + 2ag ' 2o' 2a'p ' 

W — 2o + 2ap * U 2a' 2a'g 

Für Ar — findet man: 

(15.) K^2Ä, I = 2ß Uf M=2a'C, N=2n, 
für * « 1 : 

Jf « /+ u'C'y - V = m + a'D', 

]V » - m +p'a'D', £1 = -l+p'a'C, 
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woraus : 

A t = ^K-^X, A'= ^(K+X), 

Hiermit sind alle Coefficienten eindeutig bestimmt, und die Gleichungen (14.) 
drücken diejenige Bewegung aus, welche der gegebene Anfangszustand zur 
Folge hat. 



5. Translation und Rotation. 

Um die Bedeutung der nicht periodischen Terme festzustellen, betrachten 
wir die Bewegung des Schwerpunktes. Bezeichnen X, Y die statischen Mo- 
mente, so ist 

X+ i Y = Prjf{x+iy) (1 +§) dtp df. 

Führt man die Werthe (2.) ein, integrirt über /und theil weise nach <p, so 
findet man: 

X+iY = Pfr 2 f 2n {(l-a)u+i(l+a)f>}&d<p. 

Da nach Integration alle Terme von u, r> verschwinden, welche nicht 
den Factor cos tp oder sin (p haben, so braucht man nur die Werthe (13.) für 
u y t> zu setzen und erhält: 

X+iY = 2nPfr 2 {(l+im)t + A l + iB l }. 

Die Masse des Ringes ist gleich 2nPfr; folglich sind die Coordinaten des Schwer- 
punktes : 

x = r(lt + A l ), y^rimt+B,). 

Hiernach bezeichnen rA x und rB v die Componenten einer für die relative Ver- 
schiebung der Elemente bedeutungslosen, anfänglichen Translation des ganzen 
Ringes, und rl und rm die der Translationsgeschwindigkeit. 

Ebenso drückt B {) eine bedeutungslose anfängliche Drehung des ganzen 
Ringes um den Anfangspunkt und n seine Rotationsgeschwindigkeit aus. 
Letztere muss als klein von der Ordnung der Vibrationsamplituden angenommen 
werden, während die 5 übrigen Constanten beliebig gross sein können. 
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Offenbar kann man die Grössen A v , ß, , B durch geeignete Bestimmung 
der anfänglichen Verschiebungen und die Grössen /, m, n dadurch zu Null 
machen, dass man dem Coordinatensystem eine begleitende Translation und 
Rotation ertheilt. Um dies in Ausführung zu bringen, berechne man aus den 
beliebig gegebenen u, e nach den Formeln (15.) die genannten 6 Grössen, 

substituire ihre Werthe in die Ausdrücke von «*, v und subtrahire die Re- 
sultate von den gegebenen u, v. Dieselbe Procedur lässt sich natürlich auf 
jede der 6 Grössen einzeln anwenden, die man eben beseitigen will. 

6. Lebendige Kraft. 

Die Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten, nach Alembertschen 
Princip auf Bewegung angewandt, geht bekanntlich in die Gleichung der 
lebendigen Kraft über, sobald man alle Variationen im Sinne der wirklichen 
Bewegung nimmt. Schon ohne diese Annahme lässt sich der Ausdruck (3.) 
folgendermassen schreiben : 

und man braucht nur <? mit d zu vertauschen. Nach Integration über f 
findet man: 

Q = $Efrdf 2n d<p{(u+f>') 2 +c(u+u''yi 



Zur entsprechenden Umformung des Ausdrucks (4.) muss gleich anfangs 
gesetzt werden; dann geht er Aber in 

Der Herleitung gemäss ist, was nach Weglassung der Zeichen — , 8 zur 
Rechten steht, der Ausdruck der lebendigen Kraft der Gesammtbewegung, 
welche durch W bezeichnet sei. Führt man noch die Integration über f aus, 
so erhält man: 

W = *J7»/%K&)+(.t»)(£)' 



-»<uf»)fg+ci-n*»>(£)')- 
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Die Gleichheit der zwei Ausdrücke von Q giebt nach Integration ausserdem: 

W = consl.-lE fr f 2n 8(p\(u+vy+ c(u+u"Y\. 

Setzt man für u, t> ihre Werthe (14.), und denkt diese nach den successiven 
Werthen von k geordnet, so verschwinden nach Integration alle Terrae, welche 
Factoren mit verschiedenen k enthalten, und W stellt sich als die reine Summe 
der lebendigen Kräfte derjenigen Bewegungen dar, welche den einzelnen k 
entsprechen. Jede dieser Bewegungen zerlegt sich wieder in zwei Theile, 
deren Amplituden einzeln die Factoren cos kcp und sin k<p haben. Da auch 
deren Product ein Integral gleich Null ergiebt, so zerfallt auch die lebendige 
Kraft jeder solchen combinirten Bewegung in die lebendigen Kräfte der beiden 
Theile, bestehend aus den vereinigten Termen mit den Coefficienten (A,C,Ä,C') 
einserseits und (B,D 9 B',D') andrerseits. Setzt man demgemäss in den beiden 
Ausdrücken von W statt u, t> nur deren eben bezeichnete Theile für ein 
einzelnes k und summirt die Resultate, so stellen sich die Gleichungen in 
folgender Form dar: 






W = ±nPft>2 (FTa-+F'T'a n +2F"T"aa') 



Jf — 30 

= const.- in E fr 2 \G(H-T)+G'(H'-T')-2G"T'"\, 

und zwar ist für k > 1 

F = X+2pkfi+p 7 v, 

G = x+2pk+p 7 k\ 

H = A'+tf+C'+D*, 

T = (A sin at - Ccos atf+ (Bsin at - D cos at)\ 

woraus F', G', W, T durch Accentuirung von p, a, A, B, C, D zu bilden 
sind, ferner 

F" = >. + (p+p')ku+pp'r, 

G" = x+(p+p')k+pp'V, 

T" = (Asiaat-Ccosat)(Ä&na't-C'cosa't) 

-\-(Bsinat-Dco8at)(B'siüa't-D'cosa't). 

In T'" geht T" aber, wenn man at, dt um einen Rechten vermehrt. 

Was die Theile ä = und k—\ betrifft, so erhält man nach Ein- 
setzung erst von («), (c), dann von «, e für «, © folgende Werthe von W: 
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(W) = nPfr > \vn i +(A'sina't-C cos«' tfa n \ 

= const. — nEfir (1+c) (A cos a't+ C'sin a't)\ 

W = nPft> {r+»«+i±^±^V«^ 

= const. — 2ti JB/r 77-; — «, 

' ( 4 + <0 

in denen a' nur im Quadrat vorkommt, sowie die Geschwindigkeiten /, m, n. 
Nun hat man, wie sich durch Elimination von a 2 zwischen den Glei- 
chungen (8.) ergiebt: 

k£+2r]p-k&p 2 = 0, 
woraus : 

P+P=J#* PP=-# 
und findet nach Einfahrung infolge der Relationen (7.): 

G „ = x&+2y-k'£ = 

Hiermit fallen in den zwei Ausdrücken von W alle Producte der Terme weg, 
welche Theilvibrationen von verschiedener Geschwindigkeit entsprechen, und 
es bestätigt sich der noch nicht allgemein bewiesene Satz von Saint-Venant, 
dass die lebendige Kraft eines Systems gleichzeitiger Vibrationen eines Körpers 
die Summe der lebendigen Kräfte aller einzelnen einfach periodischen Vibra- 
tionen ist. Die Zerlegung geht hier soweit, dass auch je zwei gleichtönende 
Vibrationen von gleicher Knotenzahl, von proportionaler, nur ungleichzeitig 
eintretender Phase und ungleicher Amplitude besonders zu rechnen sind. 

Die Bestätigung der Gleichung der lebendigen Kraft findet man sehr 
leicht, wenn man die Gleichungen (8.) nach Multiplication der zweiten mit p 
addirt, so dass man erhält: 

x - ga n + 2pk(l-ga 2 f i)+p 2 (k 7 --ga 2 v) = 

auch gültig für p, a' und identisch mit 

G = ga 2 F, G' = ga' 2 F'. 

Infolge dessen werden die variabeln Terme in beiden Ausdrücken von W 

einander gleich, wie dies in (W) und W gleichfalls leicht zu bemerken ist. 
Der einfachste Ausdruck der lebendigen Kraft ist jetzt: 
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FT= 7tPfr 3 (vn 2 +P+m 7 ) 

wo Tu, Tl die Werthe von T, für A = 0, 1 bezeichnen, nnd in ersterem 
# = D' = zu denken ist. 



7. Tonhöhe. 

Die kleinen Grössen a, b, c Hessen sich zwar in den unendlichen 
Reihen nicht vernachlässigen ; jetzt jedoch, wo es sich nur um hörbare Ober- 
töne handeln soll, also nur niedere Werthe von k zu berücksichtigen sind, 
mögen ihre höhern Potenzen neben den niedern in Wegfall kommen. Wir 
erhalten dann folgende Hauptwerthe: 

* = ;i = ,/ = £=# = * = l; *-l=c (Ä 2 -l)\ 

und aus diesen nach Gleichung (10.) und (9.): 
also 



9 ' ' 



r )/*»+! ' r 9 ' 



ferner nach Gleichung (11.): 

Vergleicht man den erstem Ton mit dem transversalen, den letztern 
mit dem longitudinalen Grundton einer von der ursprünglichen Länge xp auf 
rp(l+a)) gedehnten Saite aus gleichem Material, so werden sie übereinstimmen) 
wenn beziehungsweise 



n JEw f n Je 



oder 

' " ~ nr 



-.fm Vk'+i 



ist. Der tiefste Ton jeder Art entspricht der Länge 
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Der letztere ergiebt für einen stählernen Ring von 1 Decimeter Radius schon 
8000 volle Schwingungen in der Secunde. Daraus ist ersichtlich, dass die 
Reihe der Töne a nicht zu den gewöhnlich vernehmbaren gehört. Der Haupt- 
ton entspricht vielmehr dem a für k = 2 , bei welchem der Ring 4 Knoten 
bildet, indem er sich abwechselnd nach zwei auf einander senkrechten Rieh- 

■ 

tungen hin oval streckt. Der nächste Oberton ist 1 \ Oclaven höher, die andern 
folgen in Intervallen =11,27 dann 8,32 dann 6,68 dann 5,49 halben Tönen. 
Ausserdem ist .zu bemerken, dass bei der Tonreihe a die radiale Am- 
plitude Ar mal so gross ist als die peripherische, während bei der Tonreihe a' 
das umgekehrte Verhältniss stattfindet. 

Berlin, d. 7. November 1870. 



171 



Bemerkungen zu dem Aufsatze 

des Herrn Bischoff über die Tangenten algebraischer 

Curven im öe^Bde. dieses Journals S.166. 

(Von Herrn S. Gundelßnger in Tübingen.) 



An der schönen, durch die Ueberschrift näher bezeichneten Arbeit be- 
schäftigt sich Herr Bischoff mit der Betrachtung gewisser Curven, die zu einer 
gegebenen Grundcurve in bestimmten Beziehungen stehen. Die allgemeinen 
Gleichungen dieser Curven werden, dort zum grössten Theile nicht gegeben, 
sondern nur deren verschiedene Grade bestimmt. 

Die wirkliche Darstellung dieser Gleichungen, welche wir im Folgen- 
den näher entwickeln wollen, erfordert hauptsächlich die Lösung der folgenden 
zwei Aufgaben. 

Erstens. Wenn f{x y y y s) = die Gleichung einer beliebigen Curve 
n ien Grades ' in homogenen Coordinaten bedeutet, so hat man die endgiltige 
Gestalt anzugeben, auf welche sich der Ausdruck 

Vi) (dL±-lL±y f(xv 8 )*) 

* • 

vermittelst f{x,y>$) = bringen lässt.. 

Zweitens sind die Bedingungen für die Coefficienten einer beliebigen 
Gleichung w ten Grades 

(2.) g(x) = a +a l x + a 2 x' i + --a m x m = 

aufzustellen, damit zwischen ihren Wurzeln gewisse,* am angeführten Orte 
genauer definirle Relationen stattfinden. 

• 

Das erste Problem, dessen einfache Lösung auch Herr Hesse so sehnlich 
wünscht (Bd. 40 dieses Journals S. 317), ist von diesem Mathematiker selbst 
schon unter einer anderen Form erledigt worden. In der That geht der in 
Bd. 36 dieses. Journals S. 156 mit (c^e) bezeichnete Ausdruck unmittelbar 
in die Grösse (1.) über, wenn man dort ai = 0, (h = 0, 03 = 1 annimmt und 
#,., a?2, x z beziehungsweise durch x 9 y y s 9 sowie das Functionalzeichen t> durch 



*) Nach ausgeführter Differentiation hat man statt x i und y t wieder x und y 
zu setzen. 

22* 
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das Functionalzeichen /* ersetzt. An der angegebenen Stelle hat aber Herr Hesse 
gezeigt, wie (c^r) mit Hilfe von = auf die um zwei Einheiten niedrigere 
Function Q h zurückkommt, und wie man diese letztere vermöge Recursions- 
formeln successive berechnen kann. Hiernach lassen sich drei der von Herrn 
Bischoff aufgestellten Satze in folgender verallgemeinerten Form aussprechen. 

Wenn eine beliebige Curve n ien Grades f?(a? 19 a? 2 , <f 3 ) = und eine 
Gerade a l x l -\-a 2 x 2 +(hx 3 = gegeben sind, so giebt es {m{m— 2)(m— 3)(ro+4) 
solche Tangenten, von deren *» — 2 Schnittpunkten mit der Curve zwei har- 
monisch sind zum Berührungspunkte und dem Schnittpunkte der Tangente mit 
der gegebenen Geraden. 

Ferner giebt es m(m— 2)(m— 3)(m44) Tangenten, deren Berührungs- 
punkt nebst einem der tn—2 Schnittpunkte mit der Curve harmonisch ist zu 
einem andern Schnittpunkte mit der Curve und zum Schnittpunkte mit der 
gegebenen Geraden. 

Endlich existiren \m (m— 2)(*ra— 3)(hi— 4)(2»+5) solche Tangenten, 
von deren m—2 Schnittpunkten zwei harmonisch liegen zu einem dritten Schnitt- 
punkte und dem Schnittpunkte mit der gegebenen Geraden. 

Die Berührungspunkte sammtlicher in den drei letzten Sätzen aufge- 
führten Tangenten bestimmen sich als die Schnittpunkte der Grundcurve ü=0 
mit drei andern Curven, deren Gleichungen beziehungsweise erhalten werden, 
wenn man die Bedingungen dafür bildet, dass eine Wurzel l von 

t^+i.2.3*+ rxo A +- + r2^* - ° 

einer andern entgegengesetzt gleich oder die Hälfte von einer der übrigen 
oder endlich das arithmetische Mittel aus zwei andern sei. 

Es kommt also alles auf das zweite Problem zurück, die Beziehungen 
zwischen den Coefficienten a % in (2.) aufzufinden, damit diese beliebige Glei- 
chung m ten Grades eine der drei letzterwähnten Eigenschaften besitzt. 

Herr Bischoff hat mittelst der Theorie der symmetrischen Functionen den 
Grad der Coefficienten a, in diesen Relationen bestimmt ; ihre allgemeine Form 
ohne überflüssige Factoren findet man nach der folgenden Methode. 

Soll die Gleichung g{x)=0 zwei gleiche, aber entgegengesetzte Wurzeln 

haben, so muss es einen Werth x geben, für welchen gleichzeitig 

gr(a?) = und gr(— a:) = 
oder 

2 2a? 
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Eliminirt man aus den beiden letzten Gleichungen x 2 , so nimmt die gesuchte 
Relation — mit [p] die grösste in p enthaltene ganze Zahl bezeichnet — 
diese Form an: 




= 0. 



Die auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Determinante besteht aus 
| m 3" j — 1 Horizontalreihen der a, mit geraden Indices i und l^-J Horizontal- 
reihen der a mit ungeraden Indices; sie besitzt merkwürdige Eigenschaften, 
analog denen der Discriminante von g(x), und spielt in der Theorie der innern 
Polaren einer Curve eine wichtige Rolle. 

Wofern eine Wurzel von g(x) = die Hälfte einer andern sein soll, 
so müssen für diese Wurzeln x gleichzeitig folgende Relationen bestehen: 



g(x) = und «/(ir) = 



oder: 



rt*)-*(y) 



= und g( x )-2'*g(£) = 0, 



aus welchen Gleichungen man wieder mit Hilfe der Bezout- Sylvexterschen 
Methode x leicht eliminiren kann. 

Hat man. endlich die Bedingung dafür aufzustellen, dass eine Wurzel 
von g(x) = das arithmetische Mittel zweier andern ist, so wird man zunächst 
nach Borchardt*) die Gleichung yj(x) = bilden, deren Wurzeln die arith- 
metischen Mittel derer von g(x) = sind, und alsdann aus 

0(#) = O und yj(x) = 
x eliminiren. 

Zu den Aufgaben, deren Lösung Herr Bischoff in seiner Abhandlung 

nicht vollständig durchgeführt hat, gehört auch die folgende: 

Die Gleichung der Curve F zu finden, welche eine gegebene Curve 



: ) Baiher, Theorie der Determinanten, zweite Ausgabe §.11, 22. 



IM 



ftfCC.~*f. £•" 



i»r 



A*f±z*ze des Etrrm Bischof. 



+~ 'tob nur r r - r. . x = fs <a Psaiiea stueidet. ia welchen diese von 



4 . 



c • _ - <^i- <^i *— - **c x- • x^ • x^ — ""'T*' 



= 



>e un ittririär'»*a «>Tif fir £* CiErr* J~ aufgestellte Gleichung bleibt 

nid nüi«f*j> * = '! im r**i EnäiKr«. n «rutcrlgflL Diese Redaclion lässt 

stn iäae ins* Siae msriärai- was aum «es Wertb Q lm auf welchen 

J - r nr r = *> laricüjiniin: . uui Rearacöim^e« zm Hilfe nimmt . ähnlich 

ii»L ^m Sfln«f m 4:^San»ie £•««* Jonruis S 292 angestellten. 

Seuöt "*nr 5lr «ne ie«2<Hii&* Fxudoa. /" x : x : x 3 der Kürze wegen 

_£^_ = - „ — ^ — = -^ *u:.. msi i«tfidui« wir fener die /fernsehe Deter- 






iea Cdtföciwcea toa r^ in r mit Y a , so 



i 



ii 






C 
C 

c 



= 0. 



. i~ 



■* *-. 






Tirtims*a. in Ownwc I>W. 



üer die Indices i und k, 
1 fces 3 durchlaufen. 
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Verallgemeinerung einiger Theoreme des 

Herrn Aronhold. 

(Von Herrn S. Gudelfinger in Tübingen.) 



An seiner ausgezeichneten Abhandlung.: „Theorie der homogenen 
Functionen dritten Grades von drei Veränderlichen" (dieses Journal Bd. 55) be- 
rechnet Herr Aronhold das Formensystem für die zusammengesetzte Function 
af+ b Jf *) namentlich vermittelst der wichtigen Gleichungen (8.) und (29.) 
in §.28 daselbst. Die in diesen beiden Gleichungen ausgedrückten Sätze 
lassen sich nach mehreren Richtungen hin erweitern, was hier näher ausge- 
führt werden soll. 

. I. Die eben erwähnte Formel (8.) in §. 28 oder, was dasselbe, das 
25 to Theorem der Abhandlung lässt sich so fassen: 

Bedeutet tp irgend eine Form von f, von der Ordnung y in den Co- 
fefficienten, und setzt man 

(1.) if Qf ^j f = ar<p+a*- l b (p'+ ^a^y '+...+ i2 ^ k a^y *>+ - , 
so ist 

(2.) {d(p)af+bjf- <Pafw- 1 [fo—öb — db ~~ ; ss~ r 

Dieser Satz ist nur ein specieller Fall der folgenden Formel: 

Ak M tk) _ ( dG V &<P*f+hAf jL (dQSfr 1 dG d k <t> a f + h jf 

^ ~" d *~ db Ö6 *~ T ^~ 

1 , *(*-!) fdG\*-*fdG\ % d*tp af + b/lf >,4vfdG\ k 'd k Vaf+6jf 

/ 2 \daJ \dbJ db k ~ 2 da 9 t"—-n l J KdbJ 3a* * . 

Der Beweis hierfür ist genau derselbe, wie der von Aronhold für die 
Gleichung (2.) aufgestellte; man hat dabei nur noch Regeln aus der Differential- 
rechnung anzuwenden, die Stach zur Ableitung des Tay/orschen Lehrsatzes für 
mehrere Veränderliche gebraucht werden. 



*) Wir werden, wenn nicht ausdrücklich das Gegentheil bemerkt ist, uns stets 
der Bezeichnungsweise des Herrn Aronhold bedienen und auf dessen Arbeit einfach mit 
dem Worte „Abhandlung" verweisen. 
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• 

IL Die weiteren Erweiterungen der Aronholdschen Formeln beziehen 
sich auf das Formensystem für die Grundfunction aP f —bR f . Gerade wie 
nämlich die Gleichungen (8.) und (29.) in §. 28 der Abhandlung die meisten 
Formenbildungen für die zusammengesetzte Grundfunction af+bJf liefern , so 
existiren analoge Theoreme, die das gleiche leisten, wenn aPf—bRf als Grund- 
form angenommen wird. 

Um zu denselben zu kommen, gehen wir von der Beziehung aus: 

(4.) J (aPf- bR f ) = -tR\^P f +?l±R f \*). 

Haben nun <p, <p', q>" etc. wieder dieselbe Bedeutung wie in (1.), so erhält 
man z. B. <p a p f -.bR f , wenn man in **) 

d<p 

a xifi durch ap xifi — br xXjU und also nach (4.) 

b xlfl durch -y j-g^Px^ + -gjp r xXfi \ 

ersetzt; es wird somit 

_ R -em d( P° p f-t>"f fdSgk .SS nh \ 

<paPf-b* f - 2 -* l d{ap x xu-br xl ^ \TW PxXu+ ~5T r 'W 



*' = ^ ! as5r b + 



oder 



(6.) 



, R * , _ R fiS ab d<PaP f -bR f dSab d<f'aP f -bR f \ 

(0.) (faP f -bR f - 2 [-qz g£ db d~a V 

In ganz derselben Weise findet man allgemein: 

r« _ / 4 N* & j dk( P*Pf-bR f SdS ab \* d k <taP f -bRf (dS ah \*"« 8S ab 

<Pai> f -bR f -K *; 2*1 (da)* \WJ~* da k ~ l db \W' ~dZ~ 



ft(fc-1) d*<p aP ^ bRf , ÖSab \*-*/ÖS o6 V , , . ., d*<p aPf -bR f ,dS ab \*j 

+ — 2 d^F^db^\^rJ v-dTJ—'+t- 1 ) — 5s 5 — v^s/r 

Aus (5.) lfisst sich aber Combinanten ein interessanter Satz ableiten. 
Ist nämlich cp eine Combinante von f und Jf, so wird <p' und somit auch 
<PaP f -bR f identisch Null, und die Gleichung (5.) geht dann in diese über: 

= ÖSab d(paP f- bR f ds « f > d( f> aP t- b *f m 

da db db da 



*) Auf diese Form lässt sich leicht die Gleichung IV. auf Seite 191 der Ab- 
handlung bringen. Für den Beweis derselben und überhaupt der damit zusammen- 
hängenden Formeln vergleiche man §. 7 meiner Inauguralschrift: Zur Theorie des 
simultanen Systems einer cubischen und einer biquadratischen binären Form. 

**) Das Zeichen 2\ brauche ich in dem ^ronAo/efschen Sinne (Bd. 55 S. 129 dieses 
Journals), dass nämlich die Summation nicht auf x, A, fi einzeln ausgedehnt wird, 
sondern jede Combination x, X } fi in der Summe nur einfach zu nehmen ist. 
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Nach einem bekannten Theoreme Jacobis über Functionaldeterminanten 
ist daher <p a Pf-6R f eine Function und zwar — da <p ganz und homogen in 
, a und b — eine gewisse Potenz von S aby so dass man setzen kann: 

(7.) <PaPf-5R f = A . Sab . 

In dieser Gleichung bedeutet A eine von a und b unabhängige Form, 
die, wie sich leicht beweisen lftsst, eine Combinante von f und Af sein muss. 
In der That macht man in (7.) a = 1 und 6 = 0, so folgt zunächst 

<p Pf = A.S"; 

ersetzt man hierin f durch af+bJf und vergleicht die hieraus resultirende 
Gleichung mit (7.), so erhält man 

A„f+B/tf = A.G y 

welche Beziehung die bekannte Bedingung dafür ausdrückt, dass A eine Com** 
binante von / und Jf ist. 

III. Die in I. und IL aufgestellten Relationen sind alle als Verallge- 
meinerungen des 25 ten Theorems der Aronholdschen Abhandlung zu betrachten. 
Eine Ausdehnung der Gleichung (29.) in §. 28 daselbst findet ihren Ausdruck 
in folgepdem Satze: 

Bezeichnet man eine beliebige Invariante #, gebildet für <*P f —bRf als 
Grundform, durch %* v - br und setzt 

XaP f -BR f - ^dQap^-br^'^^' 
so findet die .Beziehung statt: 

(8.) 6R XaPf . 6Rf = ^Ljf-^Lf. 

Der Beweis ist sehr einfach. Xp f isl a ' s e ' ne Covariante dritten Grades eine 
lineare Combination von f und Jf (Abhandlung Seile 184), so dass man an- 
nehmen kann: 

*^k XxXxX = Af+BJf. 



Substituiren wir in dieser Gleichung fflr x x xxX M ein Mal p xXfl und ein 
ander Mal r x ^ y so erhalten wir, wenn y die Ordnung der Coefficienten von 
f in x bedeutet (Abh. §. 27, 4 und 16): 

GR.B = rXp , %R.A = S\^r^ 9 

und wir haben demnach 
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necroM des Herrn Aromhold. 
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Geometrische Theoreme. 

{Bruchstücke aus den (unterlassenen Papieren von C G. J. Jacobi, mitgetbeilt durch 

Herrn 0. Hermes.) 



(Vorbemerkung von Herrn 0. Hermes.) 

Unter dem obigen Titel hat bekanntlich Jacobi im 12"" Bande dieses Journals 
in einem Briefe an Steiner die ersten Mittheilungen über die nach ihm benannte Er- 
zeugungsweise der Linien und Flächen zweiten Grades gemacht Die vorliegenden 
Bruchstücke handeln über denselben Gegenstand, und obschon nur in losem Zusammen- 
hange, .gestatten sie doch eine Einsicht in die Methode, welcher sich Jacobi bei der 
Bearbeitung des erwähnten Themas bedient; sie sind bis vor einiger Zeit getrennt 
in verschiedenen Händen gewesen, und es hat darum ihre Herausgabe einen so langen 
Aufschub erlitten. Diesem Umstände ist es vorzüglich zuzuschreiben, dass die Jacobi* 
sehe Ausdehnung der Focalerzeugung der Kegelschnitte auf die Flächen des zweiten 
Grades, obgleich die einfachste, anschaulichste und vollständigste von allen Erzeugungs- 
weisen dieser Flächen, noch keineswegs diejenige Anerkennung gefunden hat, welche 
sie in so hohem Maasse verdient, und dass man immer noch das hory&che Theorem 
über die confocalen Kegelschnitte und Flächen zweiten Grades, von welchem Jacobi 
bei der Entwicklung seiner Sätze ausgeht, als „für die Geometrie noch nicht genug 
ausgebeutet" bezeichnen muss. 

In dem ersten Bruchstücke, welches von Jacobi selbst die Ueberschrift „Geome- 
trische Theoreme" erhalten hat, findet sich nach einer kurzen Einleitung, in welcher 
Jacobi eine genauere Discussion der erzeugten Curven und Flächen zu liefern verspricht! 
eine kurze analytische Darstellung seiner Methode, die Focaleigenschaften der Kegel- 
schnitte aus dem Ivoryschen Theorem herzuleiten. Das zweite, umfangreichere Bruch- 
stück enthält die Lösung einer Aufgabe über confocale Kegelschnitte, welche für 
die spätere Discussion der entstehenden Flächen eine nothwendige Voraussetzung 
bildet, und an diese sich anschliessend diese Discussion selbst und eine Verallgemei- 
nerung der Entstehungsweise der Flächen. 

Diese letzten Untersuchungen erscheinen ebenfalls nur in einem ziemlich losen 
Zusammenhange mit einander; jedoch ist absichtlich der Wortlaut des Manuscriptea 
so treu als möglich beibehalten worden. Zur Erleichterung des Verständnisses hat sich 
der Herausgeber veranlasst gesehen, jedes der beiden Bruchstücke, aus welchen sich diese 
nachgelassene JocoWsche Arbeit zusammensetzt, durch eine Vorbemerkung einzuleiten. 
Noch ist zu erwähnen, dass der grössere Theil des zweiten Bruchstücks bereits von 
dem im Frühjahr 1861 verstorbenen Dr. Sigismund Cohn geordnet und für den Druck 
vorbereitet worden ist. 



Erstes Bruchstück. 

Wenn man über einer festen Basis Dreiecke errichtet, deren beide 
Schenkel eine constante Summe oder eine constante Differenz haben, so ist 
der Ort der Spitze dieser Dreiecke ein Kegelschnitt. Man kann .diesen Satz 
auch so aossprechen: 
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Wenn man über zwei festen Basen AB und CD mit denselben Schenkel- 
paaren AP = CQ, BP=DQ Dreiecke errichtet, und die einen Dreiecke CDQ 
verschwinden, so ist' der Ort der Sputen P der ander 'Sn Dreiecke ABP ein 
Kegelschnitt. 

Denn wenn ein Dreieck verschwindet, so fällt die Spitze in die Grund- 
linie, und es yird die Summe oder die Differenz der Schenkel gleich der Grund- 
linie selber, also constant. Während bei der gewöhnlichen Art, den ange- 
führten Elementarsatz auszudrücken, sich nicht absehen Hess, wie er auf' Flächen 
»weiter Ordnung ausgedehnt werden kann, so bietet diese neue Art, ihn aus- 
zusprechen, deu Vortheil dar, die verlangte Verallgemeinerung unmittelbar und 
auf die natürlichste Weise zu geben. Man hat nämlich den ganz analogen 
Satz für den Raum: 

Wenn man über zwei festen Dreiecken ABC und DEF als Basen mit 
denselben Schenkeln AP=DQ, BP=EQ, CP = FQ Pyramiden errichtet, und 
die über der einen Basis DEF errichteten Pyramiden DEFQ verschwinden, so 
ist der Ort der Spitze P der über der anderen Basis errichteten Pyramiden 
ABCP eine Fläche zweiter Ordnung. 

Wenn die Pyramide DEFQ verschwindet, so fällt die Spitze Q in die 
Ebene der Basis DEF. Man hat aber auch die allgemeineren Sätze, dass der 
Ort der Spitze P eine Curve oder Fläche zweiter Ordnung ist, wenn Q in 
einer beliebig gegebenen geraden Linie oder Ebene liegt. 

Ich habe diese Sätze zuerst im 12 ten Bande des CreUeschen Journals 
(J. 1834) in einem Briefe all Steiner mitgetheilt. Da sie eine Lücke in der 
Theorie der Flächen zweiter Ordnung auszufüllen scheinen, so will ich sie 
hier näher erörtern. Ich werde zuerst zeigen, wie sie eine unmittelbare Folge 
des für die Geometrie noch nicht genug ausgebeuteten Theorems foorys sind, 
dass die Verbindungslinie beliebiger zwei in confocalen Ellipsen oder Ellipsoiden 
liegender Punkte gleich der Verbindungslinie der beiden ihnen in denselben 
Ellipsen oder Ellipsoiden conjugirten Punkte ist. 

Hierauf werde ich in eine genauere Discussion der erzeugten Curven 
oder Flächen eingehen. Ich beginne mit den Kegelschnitten. 



Es sei die Gleichung einer gegebenen Ellipse, auf ihre Hauptachsen 
bezogen, 

mm nn ' 






C. G. J. Jacobi, geometrische Theoreme. 181 

und die Gleichung einer ihr confocalett Ellipse : ' *" 

«g , yy = j 

wo n<w sein mag. Zwei Punkte dieser Ellipsen, Pund Q, deren Coordinaten 

a? = m«, y = nß 
und 



a: = yVftm+p.ffj y = yW+p./9 

sind, wo 

««+08 = 1, 

heissen einander conjugirt. Hat man zwei andere conjugirte Punkte P' und 

Q\ deren Coordinaten 

x = ma\ y = nß' 
und 



<r = ^mm+p.a', y = Ynn+Q.ß' 

sind, wo wieder 

a'a'+ß'ß' = 1, 
so wird 



und daher 



oder 



PQ' 2 = (ma-i/mw + p.c^+C^-i^+e.^T, 
F()' = (/mm+p.a-ma7+(/Jm+p./3-«^) a 

PQ^-FQ* = 9 ( a 'a'+ß'ß'-aa-~ßß) = 



P0' = P*& 

welches der /eory sehe Satz fflr Ellipsen ist. Setzt man gleichzeitig it}/-^l 
und /?}/— 1 für » und /?, so erhält man denselben Satz für confocale Hyperbeln. 
Lässt man p bis zu dem Werthe —nn abnehmen , und im + p und y 
gleichzeitig verschwinden, so hat man für die Punkte der zweiten Ellipse 



x = j/nim — nn.a, y = 0. 

Dieselbe reducirt sich daher, da « immer zwischen —1 und +1 liegt, auf das 
zwischen den beiden Brennpunkten gelegene Stück der grossen Achse, welches 
ich die Grentellipse nennen werde. Es seien O, F, F f der Mittelpunkt und die 
Brennpunkte der gegebenen Ellipse, A und Ä die Endpunkte ihrer' grossen, B 
und B' die Endpunkte ihrer kleinen Achse. Setzt man «=0, /?=±1, so erhält 
man als die oonjugirten Punkte den Punkt der Grenzellipse und die Punkte 
B oder 2? der gegebenen Ellipse. Setzt man dagegen «=»±i, /9*=0, ao 
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sieht man, dass den Punkten F und F' der Grenzellipse die Punkte A und 
Ä der gegebenen conjugirt sind. Sind daher allgemein P und Q zwei be- 
liebige conjugirte Punkte der gegebenen Ellipse und der Grenzellipse, so hat 

man nach dem Ivoryschen Theorem 

PF = QA 9 PF' = QÄ, PO = QB = Qff 

und daher 

PF+PF f = AA, 

d. h. 

die Summe der von den beiden Brennpunkten 
einer Ellipse F und F f nach einem ihrer 
Punkte P gezogenen Radii twctores ist immer der grossen Achse AÄ gleich, 
und wenn man auf dieser die den beiden Radii nectores gleichen Stücke 
AQ = FP, QÄ = PF' abträgt, so wird die Entfernung des Punktes Q von 
den Endpunkten der kleinen Achse gleich der Entfernung des Punktes P vom 
Mittelpunkt der Ellipse. 

Wenn durch die Gleichung 

mm nn 

eine Hyperbel gegeben ist, deren Mittelpunkt, Brennpunkte und Endpunkte der 
grossen (d.h. reellen) Achse wieder 0, Fund F', und A und Ä heissen mögen, 
so sind die ihr confocalen Hyperbeln in der Gleichung 



XX 



yy _ j 



mm-{-Q nn—Q 

enthalten. Zwei conjugirte Punkte P und Q der gegebenen und einer ihr con- 
focalen Hyperbel haben zu Coordinaten 

x = ma, y = nß, 



x = j/mm + p . OL, y = j/nn— p . ß, 



wo 



aa-ßß = 1. 

Eine Grenze der confocalen Hyperbeln entspricht dem Werthe Q = nn. Lässt 
man y und nn—Q gleichzeitig verschwinden, so wird für die Punkte dieser 
Grenzhyperbel 

x = ytoro + nn . a, y=0. 
Es reducirt sich daher diese Hyperbel , da a > 1 , auf die über F und F' 



hinaus nach beiden Seiten ins Unendliche gehende Verlängerung der Linie FF\ 
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Setzt man a= +1, so sieht man, dass den Punkten F und F' der 
Grenzhyperbel die Scheitel A und Ä der gegebenen Hyperbel conjugirt werden. 
Wenn der Punkt Q, von F oder F' an, die unendliche Verlängerung von FF' 
über F oder F' hinaus durchlauft, bewegt sich P auf der einen Hälfte des 
einen Zweiges der Hyperbel, und in jedem Augenblicke hat man 

PF=QA, PF' = QA, 
also 

PF'- PF = QA- QA = AA, 

welches der bekannte Satz für die Hyperbel ist. 

Man erhält für die confocalen Hyperbeln eine zweite Grenze, welche 
dem Werthe (t = —mm entspricht. Lässt man nämlich x und mm + Q gleich- 
zeitig verschwinden, so wird für die Punkte dieser Grenzhyperbel 

o? = 0, y = ^mm-\-nn.ß, 

und da ß keiner Begrenzung unterworfen ist, so reducirt sie sich auf die 
ganze Länge der kleinen (d. h. imaginären) Achse. Setzt man /?=0, so sieht 
man, dass dem Punkte dieser Grenzhyperbel die Scheitel (Endpunkte der 
grossen Achse) der gegebenen Hyperbel entsprechen *). 

Hat man daher auf der gegebenen Hyperbel 
den Punkt P und auf der kleinen Achse den con- 
jugirten Punkt Q der zweiten Grenzhyperbel, so 
wird AQ = OP, wodurch man leicht Q findet, 
wenn P gegeben ist und umgekehrt. Man wird 
deshalb aus dem Ivoryschen Theorem folgenden 
Satz ableiten können: 

Wenn man am dem Mittelpunkte und 
dem Scheitel A einer Hyperbel respectwe nach 
der Hyperbel und der kleinen Achse die gleichen Linien 

OP = AQ, OF = AQ* 

zieht, so hat man auch PQ'^FQ. 

m 

Das Icory sehe Theorem führt aber mit derselben Leichtigkeit auf einen 
allgemeineren Satz, welcher eine Eigenschaft der beiden Linien angiebt, die 




*) Man könnte auch so die beiden Achsen und mithin jede zwei zu einander 
rechtwinkligen Linien auf einander bezieben und immer zwei Punkte auf ihnen als 
conjugirte betrachten, wenn die Quadrate ihrer Abstände vom Schnittpunkte eine 
constante Differenz haben, J. 
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man aus den Punkten eines Kegelschnitts, z. B. der Ellipse Fig. 3, nach zwei be- 
liebigen festen Funkten der grossen 
Achse zieht. Es seien nämlich /"und 
f zwei beliebige feste Punkte der 
Linie FF', die Punkte g und g ihnen 
auf der Ellipse conjugirt, so hat man 
für jeden Punkt Q der Linie und den 
ihm conjugirten P der Ellipse 

und daher folgenden Satz: 

Satz I. 

Die beiden Linien, die man von zwei auf der grossen Achse zwischen 

i 

den Brennpunkten beliebig liegenden festen Punkten nach den verschiedenen 
Punkten einer Ellipse zieht, können zu Schenkeln eines über einer anderen festen 
Basis beschriebenen Dreiecks genommen werden, dessen Spitze eine gerade 
Linie durchläuft. 

Man kann diesen Satz auch so darstellen, wie ich ihn am angeführten 
Orte (Cr. J. Bd. XII) ausgesprochen habe: 

Satz IL 

Wenn man über zwei festen Basen gg und ff 9 mit denselben Schenkeln 
Qg=Pf, Qg'=Pf f Dreiecke beschreibt, und die Spitze Q der einen Dreiecke 
eine beliebig gegebene gerade Linie durchläuft, so besehreibt die Spitze P der 
anderen Dreiecke einen Kegelschnitt. 

Wenn die gegebene gerade Linie die Basis gg selber ist, so werden 
f, f f die Brennpunkte des Kegelschnitts. Aber man hat auch den allgemeineren 
Satz, dass, wenn die gerade Linie durch den einen Endpunkt g der Basis geht, 
der entsprechende Endpunkt f der anderen Basis der eine Brennpunkt des Kegel- 
schnitts wird. Denn T wenn der Punkt y. des Kegelschnitts in die gerade 
Linie ff, die grosse Achse, zu liegen kommt^ so fällt g mit dem Endpunkt 
der grossen Achse A zusammen und der conjugirte Punkt / mit dem Brenn- 
punkt f. , • 

Ich will jetzt den nach Satz II. erzeugten Kegelschnitt näher bestimmen, 
wobei ich der besseren Unterscheidung wegen die Linien gg' und ff die 
erste und zweite Basis nennen werde. Es sei in der ursprünglichen Figur 3, 
welche dem Satz I. zn Grunde liegt, 



0/= |/»i»i — nn . a, Of — ^mm — nn.a', 
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so wird die zweite Basis 



ff' = |/f»;»-«»(a~a'). 

Die den Punkten f und f f conjugirten Punkte des Kegelschnitts g und g haben 

die Coordinaten 

ma, mß und ma! 9 mß\ 
wo 

aa + ßß=d'a'+ß'ß' = l. 

Sind A und A' die Fusspunkte der von g und g auf die gerade Linie gefällten 
Perpendikel, so sind Oh = ma, 0A' = wa' gegeben, und wenn H die Mitte 
von h und A' ist, 

ferner die Projection der ersten Basis auf diese Linie 

hh' = m(a — a!) 
und daher 

y mm — nn _ fr n _ jhh'* — ff' % 

m ~~ hh 1 ' m ~~ AA' 

Ueberdies hat man 

^A = n/3, #'A' = nß' 

und daher 

^^=p- = m \ß--ß i ) = tn^-a n ) = m (a+ a ').hh', . 
woraus 

Diese Gleichung bestimmt die Lage des Mittelpunkts des Kegel- 
schnitts. Hat man gefunden, so zeigen die Gleichungen 

wo man die Punkte f und f in der gegebenen geraden Linie anzunehmen 
hat, damit die ursprüngliche, dem Satz I. zu Grunde liegende Figur 3 erzeugt 
wird, in welcher der erzeugte Kegelschnitt die gegebene gerade Linie zur 
grossen Achse hat und durch die festen Punkte g und g geht, die den Punkten 
f und f conjugirt werden. 

Man kann den für OH gefundenen Ausdruck etwas einfacher darstellen, 
wenn man den Schneidungspunkt k der nötigenfalls verlängerten ersten Basis 
gg mit der gegebenen geraden Linie zu Hilfe nimmt. Man hat nämlich 

khikh! = gh:g'h! 
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triff C € 1 2*x*fc. 



K:J*Y = f T~«t. /*'-«*. 



tt'-Ä = 24*. 



S*-** _ a* «T 



*m = *m J ' *v = a 



*# = im 




tankt der ersten 



-{T 



= 5- «tf-i/r: 



Jtes «av {«ibm F«mk ädat aaa fctoade Resahale ab: 
l W«aat in* vaaiv fies ff aäda aaf «am Paakt redacirt, so wird 
K<t?*tfvaaät «ix aai «äem Itafc ab Ccafiraai aescarieaeaer Kreis. Die 
«K* «er Kwcaaüt «aar Ofar sä, ist 

T ^ *•"- 

D*e Wlhirpaiir «er Ops» •* Stgt aaf der Verlängerung von kH 
«W ff mm& wai «aar 3ifef«*k «wa. arä* ia ns*r&, #'*'>$• ist, k and 
I' «af «westämt $»9» Mit aaf « g gnte rf«— Selea tob ©, jenaendem 

& *««■> r « •* *•** ** ** *** * B « sfe ****** ***" Projection der 
«NN« Vtefe **? «M $**•«*» fttatV liaie, » wird der Kegelschnitt eine 



Ott t$ f ^*a\ » «M der Kegdsckaitt eäa« Hyperbel Ans den 

^hatttatttafeMafc 







C. G. J. Jacobi, geometrische Theoreme. 187 

folgt, dass n 2 negativ, m 2 positiv, oder dass die gegebene Linie die grosse 
Achse der Hyperbel ist, wenn ff gleichzeitig kleiner oder grösser ist als 
die beiden Linien gg und 2GÄ; ferner dass n 2 positiv, m 2 negativ, oder 
dass die gegebene Linie die kleine Achse der Hyperbel ist, wenn ff zwischen 
gg' und 2Gh enthalten ist. Es ist übrigens 

AGh 2 = hh' 2 +(g'h'+gh) 2 

und daher gg <C oder >2Gä, jenachdem die Punkte g und g auf derselben 
oder auf verschiedenen Seiten der gegebenen Linie liegen. 



•(Vorbemerkung zum zweiten Bruchstück von Herrn 0. Hermes.) 

Zur Vermittelung der Schiassfolgerungen, welche Jacobi an die in dem Folgen- 
den entwickelte Aufgabe anknüpft, ist Einzelnes vorweg in Betracht zu ziehen. 
Die Gleichung einer auf ihre Hauptachsen bezogenen Fläche 

v J m n p 

stellt ein Ellipsoid, ein einflächiges Hyperboloid oder ein zweiflächiges Hyperboloid 
dar, jenachdem die Grössen m % , w', p* sämmtlich positiv, oder zwei derselben positiv 
und die dritte negativ, oder nur eine einzige positiv und die beiden übrigen negativ 
sind: ferner werden durch die Gleichung 

bekanntlich für verschiedene positive oder negative Werthe von A' die sämmtlichen 
Flächen eines der Fläche (1.) confocalen Systems dargestellt, und zwar für die be- 
sonderen Annahmen A' = m*, = n* oder =p' die einzelnen Grenzfälle, welche durch 
die (reellen oder imaginären) Focalcurven bestimmt sind. 

Wegen der Bedeutung, welche gerade diese Grenzfälle für unsere Aufgabe haben, 
möge ein Beispiel durchgeführt werden. Nimmt man die Grössen m*, n', p* als positiv 
an und zwar m>n>p, so stellt die Gleichung (2.) für den Werth A* = p*, wenn 



*• 



gleichzeitig * = ist, weil das Glied — 5 — jp alsdann den unbestimmten Werth $- an- 

nimmt und als positiv oder negativ betrachtet werden kann, verschiedene Bäume der 
xy- Ebene dar. Jenachdem man nämlich, unter Zugrundelegung stetig wachsender 
Werthe von A', den besonderen Werth p* dieser Grösse als die Reihe der confocalen 
Ellipsoide, welche den Werthen von A'<;p' entsprechen, beschliessend, oder die Reihe 
der confocalen einflächigen Hyperboloide, welche den Werthen V>p* und <n f zu- 
gehören, beginnend ansieht, entsprechen der Gleichung (2.) entweder die sämmtlichen 
Punkte der xy- Ebene innerhalb oder ausserhalb der Focalellipse 

tn — p n — p 

so dass man im Anschluss an die Jacobi sehe Einführung der Namen Grenzellipse 
oder Grenzhyperbel in der Ebene, den durch die Gleichung (2.) für den Fall A' = p* und 

24* 
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* = ausgedrückten Th eil der xy-Ebene Grenzellipsoid oder Grenzhyperboloid nennen 

kann, jenachdem man dem Gliede —5 — jj- e * n positives oder negatives Zeichen beilegt. 

P — * 
Ebenso werden durch die Gleichung (2.) für die Annahme A* = n 9 , y = die 

sämmtlichen Punkte der xz- Ebene dargestellt, und zwar wenn man dem Gliede 
-2 — — = .0 positive Werthe beilegt, vermöge der Ungleichheit 



T-n s 



m*—n* n*— p 1 



die sämmtlichen Punkte innerhalb der Focalhyperbel, und wenn das unbestimmte 
Glied -=-5^ — 5- = % ein negatives Zeichen erhält, vermöge der Ungleichheit 



X * j 

1 



m*—n* n* — p* 



alle Punkte der <r*-Ebene, welche vom Mittelpunkte aus gerechnet jenseits der Focal- 
hyperbel liegen. Die Annahme endlich X 2 = m 9 , x = ergiebt die sämmtlichen Punkte 



x 9 



der t/s -Ebene, und zwar wenn man das alsdann unbestimmte Glied -r? F als 

a — m 

positiv annimmt, vermöge der Ungleichheit 



y* , s 9 

9 9 ~t~ s 9 -^ * 
1» — n m — p 



alle Punkte dieser Ebene, während die negativen Werthe des unbestimmten Gliedes 

x* 
-=-5 r keine geometrische Bedeutung mehr zulassen. 

Wendet man nun das horyache Theorem, „dass die Verbindungslinie beliebiger 
zwei auf confocalen Flächen zweiten Grades liegender Punkte gleich der Verbindungs- 
linie der beiden ihnen in denselben Flächen conjugirten Punkte ist", auf die Fläcne 
(1.) und einen der Grenzfälle der Fläche (2.) an und zwar in der Weise, dass man 
auf der letzteren, z. B. im Innern der Focalellipse, drei beliebige Punkte A\ ff, C f 
annimmt, welchen auf der Fläche (1.) als conjugirt die Punkte A y B, C zugehören, 
die ersteren als Eckpunkte der Basis einer dreiseitigen Pyramide A'ffC'P, die letzteren 
als Eckpunkte der Basis einer zweiten dreiseitigen Pyramide ABCQ *), deren Spitzen 
P und Q ebenfalls conjugirte Punkte, bezüglich auf den Flächen (1.) und (2.), sind: 
wenn jetzt die Spitze Q die Grenzfläche (2.), d. h. die Ebene der Focalellipse, durch- 
läuft, so beschreibt die Spitze P der ersten Pyramide die Fläche (1.). Von dieser 
Betrachtung ausgehend giebt Jacobi (Cr. J. Bd. XII, pag. 139) seine allgemeine Er- 
zeugungsart der Flächen des zweiten Grades, wie folgt: 

„Werden im Baume irgend drei feste Punkte A' 9 B', C und irgend drei andere, 

i'enen beziehlich entsprechende, feste Punkte A, B, C angenommen und werden in 
tu ck sieht auf diese Fundamentalpunkte andere entsprechende Punkte P, Q so be- 
stimmt, dass ihre Abstände von jenen respective gleich sind, d. b. dass 

PA' = QA, PB' = QB, PC' = QC, 

so hat man ein Correlativsystem, worin der Punkt P irgend eine Fläche zweiten Grades 
beschreibt, wenn der Punkt Q sich in einer Ebene bewegt/' 

Auf diesen allgemeinen Satz beziehen sich die am Schlüsse des zweiten Bruch- 
stücks befindlichen Entwicklungen Jacobis. 

Wenn im Besonderen die Eckpunkte der ersten Basis A\ ff, C 9 auf dem Um- 
fange eines Focalkegelschnitts, z. B. der Focalellipse, liegen, so sind die Eckpunkte 

■ ' 
*) Es ist hier die Bezeichnung eingeführt, welche Jacobi in dem zweiten Bruchstück festhält. 
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A,B,C der zweiten Basis die conjugirten Punkte auf dem xy- Schnitt des Ellipsoids (1.), 
wenn wir auch hier die Annahme m>n>p festhalten. In der eben angege- 
benen Erzeugungsweise tritt alsdann nur die Aenderung ein, dass die Ebene, welche 
der Punkt Q durchläuft, mit der Ebene der Basis ABC zusammenfällt, d. h. dass das 
Volumen der dreiseitigen Pyramide ABCQ für alle Lagen des Punktes Q verschwindet. 
Die Eckpunkte A, B, C und A\ B f , C sind nunmehr zugleich conjugirte Punkte con- 
focaler Kegelschnitte, beispielsweise der beiden Ellipsen 

m n 

— « r H — i r == l> z = 0, 

mr—p* n — p 

und es stimmen die Hauptachsen eines dieser Kegelschnitte der Länge und Lage 
nach überein mit den Hauptachsen eines Bauptschiutts der durch den Punkt P be- 
schriebenen Fläche (1.), während durch die Differenz der Quadrate der entsprechen- 
den Halbachsen der beiden Kegelschnitte zugleich das Quadrat der zu dem ent- 
sprechenden Hauptschnitte senkrechten Halbachse dqr Fläche (1.) bestimmt wird. 

Es kommt demnach die Aufgabe, die Art der von der Spitze P erzeugten Fläche 
zu bestimmen, wenn die beiden Basen ABC und A'B'C gegeben sind, und der dem 
Punkte P conjugirte Punkt, d. h. für welchen nach dem fooryachen Theorem 

PA' = QA, PB' = QB, PC' = QC, 

die Ebene des Dreiecks ABC durchläuft, hinaus auf die Lösung der Aufgabe, mit 
welcher das folgende Bruchstück beginnt. 



Zweites Bruchstück. 

Um zwei beliebige Dreiecke- ABC und A'B'C Kegelschnitte zu be- 
schreiben, welche gleiche Excentricität haben, und in welchen A und A, B 
und B\ C und C conjugirte Punkte sind. 

Wenn in zwei ebenen Figuren sich je zwei Punkte so entsprechen, 
dass ihre Abscissen sich wie m:m und ihre Ordinaten wie n:n verhalten, 
so verhält, sich der Inhalt eines zwischen drei Punkten der einen Figur be- 
schriebenen Dreieckes zum Inhalt des zwischen den entsprechenden Punkten 
der andern Figur beschriebenen Dreieckes wie mn:mn. Sind daher die auf 
die Hauptachsen bezogenen. Gleichungen der beiden gesuchten Kegelschnitte 

mm nn 7 mm nV ' 

so hat man: 

ABC: AB 'C = mn:m'n'. 

Aus demselben Gründe hat man, wenn man und 0' die Mittelpunkte der 
beiden Kegelschnitte nennt, 

O'RC _ VC'A^ _ OM'ff _ mW 
OBC ~~ OCA ~~ OAB ~~ mn * 
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und daher 

OBC : OCA : OAB = O'B'C : O'C'A' : O'A'B'. 

Der Punkt wird der Schwerpunkt der Punkte A, B, C, wenn man 
an diesen den Dreiecken OBC, OCA, OAB proportionale Gewichte anbringt. 
Ebenso wird 0' der Schwerpunkt der Punkte Ä, F, C, wenn man an ihnen 
den Dreiecken O'B'C, O'C'A', O'A'B! proportionale Gewichte anbringt. Die 
Gewichte, welche man an A, B, C anzubringen hat, um den Punkt zum 
Schwerpunkt zu erhalten, können daher den Gewichten gleich gesetzt werden, 
welche man an A', B*, C anzubringen hat, um den Punkt 0' zu ihrem Schwer- 
punkt zu erhalten. 

Die an A, B, C angebrachten Gewichte mögen a, ß, y heissen, und 
ihre Summe u, so wird die Entfernung eines beliebigen Punktes P vom Schwer- 
punkt durch die bekannte Formel: 

u.PO 2 = a.PA 7 + l 3.PB l + r .PC 2 -l-\ßr.BC 2 +ya.CA l +aß.AB 2 \ 

gegeben. 

Ebenso wird die Entfernung eines Punktes F von 0' durch die Formel : 

u.F0 n = a.FA n +ß.FB^+ r ^C n ^-\ßy.VC n +ya.C 9 A 91 +aß .AB n \ 

gegeben. Sind P und P iwei conjugirte Punkte, und ist 

p t =m t -m'*=n i -n n , 
so hat man auch 

p* = PO -PO"; 

und daher, wenn man die angegebenen Werthe von uPO* und fiPO n sub- 
»Utuirt und der Kürae halber 

BC % - BC n = «i, CA 1 - CU* 1 = e, AB 1 - A'B' 2 = te 
»otat» 

U*st man /* nach und nach mit A> B, C und gleichseitig P mit Ä, B', C 
iu*amutenfallen, so Rfrbt diese Formel die Gleichungen: 

Au» die*»»» Gleichungen folgt, dass die Gewichte a, ß, y den Grössen 
m *\* *\ ri*r i «t -e\ tp\ß-rt—w) proportional sind. Setzt man sie diesen 
GNtaen yfrfrA, so folgen aus den Werthen 



**' * 
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die Gleichungen, 

in = 2 (ctr -f f0W + tit>) — t* 2 — i? 2 — «? 2 , 

ferner 
ßy .u + ya.v + aß .w = uew [u 2 + e 2 + ir 2 — (©— tr) 2 — («?— ti) 2 — (w— t>) 2 ] = wrtr/x 

und hieraus 

p = • 

Wir haben daher den Satz: 

Wenn zwei den beliebig gegebenen Dreiecken ABC und A'B'C um- 
schriebene Kegelschnitte gleiche Excentricität haben, und in ihnen A und Ä, 
B und ff, C und C conjugirte Punkte sind, so erhält man ihre Mittelpunkte 
und 0' als die Schwerpunkte von A, B, C und von Ä, ff, C f , wenn man 
in diesen drei Punkten respectiee die Gewichte 

u(t>+w— «), e(w+u— 1>\ w(u+v— w) 
anbringt, wo 

u = BC 2 - ff C n , t> = CA 7 - C'A n , w = AB 1 - ÄB n 

ist, und es wird die Differenz der Quadrate der halben grossen oder der halben 
kleinen Achsen der Kegelschnitte: 

Ut)W 

2 (wo-\-wu-\-ut>) — t**— 1) % — w* 

Nimmt man in jedem der beiden Kegelschnitte die beiden Hauptachsen 
zu Goordinatenachsen und setzt die Coordinaten von B und C 

mcost], n sin ij und mco8&, nsin&, 
so werden die Coordinaten von B f und C" 

m'cost], risinrj und m!cos&, » f sin#; . 
hieraus folgt, da m 2 — m' 2 = h 2 — n' 2 = p 2 , 

u = BC 2 -B'C' 2 =p 2 ((cosi ? -cosd) 2 +(sin7 ? ~sin^) 2 ) 

= 2p 2 (1 - cos (*?-#)) = 4p 2 sin 2 ^=^ • 

Nennt man J den Inhalt des gegebenen Dreieckes ABC, so wird der Inhalt 
des Dreieckes OBC gleich Andrerseits wird der Inhalt desselben Dreiecks 

+ i Hin sin (ij— &) 
und daher 

a*ä % 

= £ sin 2 (17— &)\ 



1 s • 

m*n p* 
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dividirt man diese Gleichung durch 



so erhält man: 


V " - 2 ' 




m'n'p'u - C0S 2 


und daher 






.4p* Sa* _ 1 «. 



Quadrirt man den Werth von a = u (©+«?— u) und vergleicht den für /n ge- 
fundenen Werth, so ergiebt sich 

a* = u 7 (4vw— t u) = 4w ? ctr^l— pj • 



u 

T 



Die vorstehende Gleichung verwandelt sich daher nach Division durch 1 — j- 
in die folgende: 

mnfi m n fi ' 

Nennt man z/' den Inhalt des Dreieckes ÄB'C 9 so erhält man eine ganz 
analoge Gleichung. Aus den beiden so gefundenen Gleichungen 

mV = 16«W ^ = 16p^ ■ 

,, „ 16uVto' .„ _ 16p 4 , 2 
folgt, wenn man abzieht und durch p 1 dividirt: 

und daher 

Hieraus folgt die vierte Potenz der halben Excentricilät beider Kegelschnitte: 

oder 

= (i6(j+jy-fi)(i6(j-jy-n). 

*) Die Herleitung dieser Gleichung wäre nur dann unstatthaft, wenn w = = 10 = 4p 9 . 
Wenn* u = v = «?, wird aber p = 3u*, p 9 = |ti, es müsste also u = = w = sein, 
oder beide Dreiecke congruent werden, in welchem Falle die ganze Aufgabe un- 
statthaft ist. J. 
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Man erhält aber auch einen merkwürdigen Ajisdruck, wenn man die 
vorstehende Grösse durch die unmittelbar gegebenen Seiten der Dreiecke 
ABC und ABC darstellt. Es sei 

BC = a, CA = b, AB = c, 

B'C' = a', C'A' = b', ÄB , = c', 
so wird 

i6J> = 2(b 7 c 7 + c 7 a 7 +a 7 b 2 )-a*-b*-c* f 

16^" = 2(b n c n +c' 7 a' 7 +a' 7 b n )-a'*~b'*-c , * } 

_ |2 \(b 7 -b' 7 ) (f-e^+tf-c*) {a 7 -a n ) +(aW} (b 2 -b' 2 )\ 

und daher 

16 (S+J*—!^) = 2\o n (b 7 +c > -a 7 )+b' 7 (c 7 +a 7 -b 7 ) + c n (a 7 +b 2 -c 7 )\. 

Bemerkt man die Formeln 

{b 7 +c 7 -a 7 f = 4AV-16^, 
(cM-a ? -6*)(aM-& "O = a *-b*-c*+2b 7 c 7 = 16J > -2a'(b 7 +c t -a' 1 ) 

und die ähnlichen, so erhält man 

256 (^+ J 17 - ^j- 1 024 J*J* 

16(a'W+6' 4 cV+c'W) 
-16 \b n c n a 7 (b 7 +c 7 -a 7 )+c n a% 7 (c 7 +a 7 -b 7 )+a% n c 7 (a 7 +b 7 -c 7 )\ . 

i 

Setzt man der Kürze halber 

6V 2 - c*b n = «, cV-öV 2 = 53, a 2 b' 2 ~b 7 a' 2 = S, 
so kann man dem vorstehenden Ausdruck folgende elegante Form geben 

Aus der ganzen Natur der Aufgabe gehl hervor, dass die vorstehende 
Grösse positiv ist. Man sieht es aber nicht so leicht aus der Art, wie die- 
selbe zusammengesetzt ist, daher ich dies kurz beweisen will. 

Man setze p--^ = d, ^"^^^ ä^"b iT==c r > 
so hat man tf+rf'+d" = 0, ferner 

a = b' 7 c n d, 8 = c W, S = ö' 2 6'V 
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und daher: 

S3S + S5l+a» = ö'W 2 (a'Vrf"+4V(/+c'W). 
Es ist daher zu beweisen, dass der in Klammern eingeschlossene Ausdruck 
immer negativ ist. Da tf+d'+d" = 0, so müssen zwei der Grössen dasselbe 
Zeichen haben, während die dritte Grösse das entgegengesetzte Zeichen hat. 
Haben z. B. d' und d" dasselbe Zeichen, so sieht man, dass die in Klammern 
eingeschlossene Grösse negativ wird, wenn man ihr die Form giebt: 

tf 'd" («' 2 -6' 2 -c' 2 ) - 6' V 2 - c'V 2 = - tf'tf" ({b'+cj- a' 2 ) - (6W '- c'd')\ 

da immer von den drei Seiten des Dreiecks ABC die Summe von zweien 
b f -\-c* grösser als die dritte a', also (6'+c') 2 — a 2 positiv ist. 

Wenn ro 2 — n 2 = m n — n n = 0, so muss man 2l=33 = S haben, oder: sollen 
die Kegelschnitte Kreise werden, so müssen die Dreiecke ABC und ÄB'C 
einander ähnlich sein. 

Aus den Gleichungen: 

1 6 (j 2 + J 92 - ^) = 2 ja' 2 (6 2 +c 2 -a 2 )+6' 2 (c 2 +a 2 -6 2 )+ c' 2 (a 2 +6 2 -c 2 ) } 

« 2 |a 2 (6' 2 +c' 2 -a' 2 )+6 2 (c' 2 +ö ,2 -6' 2 )+c 2 (a' 2 +6 ,2 -c 2 )|. 
16z/ 2 = a 2 (6 2 +c 2 -a 2 ) + 6 2 (c 2 +a 2 ~6 2 ) + c 2 (a 2 +6 2 -c 2 ), 

16,/' 2 = a f2 (6' 2 +c' 2 -a' 2 )+6 r2 (c' 2 +a r2 -6 r2 )+c' 2 (a' 2 +6 r2 -c r2 ) 
folgt 

Wenn /ti und u, t>, w positiv sind, müssen diese beiden Ausdrücke ebenfalls 
positiv werden, was von dem ersten zu beweisen hinreicht. Wenn die drei 
Grössen 6 2 +c 2 — a 2 , c 2 +a 2 —b 2 , a 2 -\-b 2 —c 2 positiv sind, erhellt dies von selbst. 
Es kann aber eine der drei Grössen, z. B. 6 2 +c 2 — a 2 , negativ werden. In 
diesem Falle stelle man den Ausdruck so dar: 

u (6 2 +c 2 -a 2 )+c(c 2 +a 2 -6 2 )+ip(a 2 +6 7 -c 2 ) 
= 2 (t>c 2 +iab 2 ) - (a 2 -b 2 -c 2 ) (t*-t>-tr), 
wodurch man sieht, dass er positiv ist, wenn tiO + tr. Ist u>v+u>, so 
hat man doch ti— 1>— w <Z 2j/W, denn damit 
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positiv sei, muss von den drei Grössen ^u, \/v, j/tr eine immer kleiner als 
die Summe der beiden andern sein. Ebenso hat man, wenn a 2 >6 2 +c 2 , doch 
a 2 — 6 2 — c 7 <C2bc und daher (a 2 — 6 2 — c 7 )(u— t> — tr) < 46cyr«?. Da nun 
2(f?c 2 +tr6 2 ) >46cyW, so wird der vorgelegte Ausdruck immer positiv. Man 
leitet hieraus leicht die Folgerung ab, dass die Grössen m 2 und n 2 nie zu- 
gleich negativ werden können. 

Wenn fi positiv ist, so müssen die Seiten des Dreiecks ABC alle 
grösser oder alle kleiner sein als die entsprechenden Seiten des Dreiecks 
ABC 9 . Ferner müssen die Differenzen der Quadrate der entsprechenden 
Seiten beider Dreiecke, oder die Grössen u, v, w, so beschaffen sein, dass 
man y+u, i+S>, i+w zu Seiten eines Dreiecks nehmen könne, welches 
ich Ä'B"C" nennen und dessen Inhalt ich mit A" bezeichnen will. Man 
kann mit Hilfe dieses Dreiecks mehrere der angegebenen Formeln elegant 
construiren. Zuerst wird 

ferner, da p = Lg£- , 80 wird p gleich dem Radius des dem Dreieck A"B"C" 

umschriebenen Kreises. Die Gewichte a, ß, y verhallen sich ferner, wie die 
Sinus der doppelten Winkel des Dreiecks Ä'B"C'\ oder verhalten sich wie 
die Gewichte an den Ecken des Dreiecks Ä'B"C"> deren Schwerpunkt der 
Mittelpunkt des diesem umschriebenen Kreises ist. 
Man hat ferner 



it~f 



p mn mn 

Diese letzte Formel lehrt, dass unter den Dreiecken J, J\ d" eins grösser 
als die Summe der beiden andern sein muss. Die Gombination beider Formeln 
führt auf die Gleichung: 

p 4 (m 2 — n 2 ) 2 = (mn+m f n f +pp) (mn+m'n'—pp) (mn—m'n'+pp) (mn—m'ri—pp\ 

welche durch die Substitution der Werthe m n =m 2 —p 2 , n n =n 2 —p 2 identisch wird. 
Aus den Gleichungen 

2 2 leu'e'w'J' , 2 , 2 löaV^'* 
mn = = , m n = = 

folgt, dass die beiden Kegelschnitte Ellipsen oder Hyperbeln sind, jenachdem 
u positiv oder negativ ist. Denn es tritt das eine oder das andere ein, 

25* 
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jenachdem mV positiv oder negativ ist. Die vorstehenden Gonstructionen gelten 
daher für den Fall, dass die Kegelschnitte Ellipsen sind, und umgekehrt: es 
werden die Kegelschnitte Ellipsen, wenn das Hilfsdreieck A"B"C" reell wird. 
Ich will das im Vorstehenden für die Beschaffenheit der Kegelschnitte 
gefundene Kennzeichen noch auf eine andere Art beweisen, und zwar ver- 
mittelst eines schönen Satzes, welchen Steiner im XCIX ten Bande des in Rom 
erscheinenden Giornale Arcadico bekannt gemacht hat *). Wenn man nämlich 
um ein Dreieck ABC einen Kegelschnitt beschreibt, dessen Mittelpunkt ein 
gegebener Punkt ist, und das Dreieck MM'M", dessen Ecken die Mitten 
der Seiten des Dreiecks ABC sind, construirt, so wird zufolge dieses Satzes 
der Kegelschnitt eine Ellipse, wenn im Innern des Dreiecks MM'M" liegt 
oder in einem der drei unendlichen Räume, die an einer der Ecken des Drei- 
ecks MM'M" von den Verlängerungen seiner zwei dort zusammenstossenden 
Seiten eingeschlossen werden ; wenn dagegen der Mittelpunkt in einem der 
drei unendlichen Räume liegt, welche von einer der Seiten des Dreiecks und 
den Verlängerungen der beiden andern umschlossen werden, so wird der Kegel- 
schnitt eine Hyperbel. Ist als Schwerpunkt. der drei Punkte^ B, C gegeben, 
wenn man in ihnen die Gewichte a, ß, y anbringt, und sind M, M 9 , M" die 
Mitten der Seiten BC, CA, AB, so wird auch der Schwerpunkt der Punkte 
M, M f , M", wenn man in ihnen die Gewichte 

«' = ß+r-*> ß' = r+«-Ä / = «+/»-r 

anbringt. Haben diese drei Gewichte a', ß f , y dasselbe Zeichen, so fällt ihr 
Schwerpunkt in das Innere des Dreiecks MM'M 1 '. Haben zwei Gewichte, 
z.B. ß f und y\ dasselbe Zeichen, aber das dritte Gewicht a! das entgegen- 
gesetzte, so fällt entweder in den bei M oder in den über M'M" gebildeten 
unendlichen Raum, jenachdem <*'+/?'+/ dasselbe Zeichen wie a' oder wie 
ß f und / hat. Man kann daher sagen, dass der Kegelschnitt eine Ellipse 
oder Hyperbel wird, jenachdem a'+ß'+y' dasselbe oder das entgegengesetzte 
Zeichen wie a'ß'y* hat, oder man hat den Satz: 

Wenn ein Kegelschnitt durch drei mit den Gewichten a, ß, y behaftete 
Punkte geht und ihren Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat, so wird der Kegel- 
schnitt eine Ellipse oder Hyperbel, jenachdem die Grösse 

(*+ß+r) (ß+r-<*) (r+<*-ß) («+/H0 

positiv oder negativ ist. 

*) Wieder abgedruckt im 30 ten Bande dieses Journals p. 97. 
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Für die oben (S. 191) angegebenen Werthe von a y ß 9 y wird 

ßy 

a f = ß+y-a = («+©-«?) (u—e+u>) = -JJ- , 

/?' = r+«-ß = (•+«-«)(•-«+«) = -g- , 

/ = a+/?— y = (w+u—i>)(w—u+v) = -^ • 

Da das Product dieser drei Grössen immer positiv ist, so hat das Product der 
vier Grössen in dem eben bewiesenen Satze dasselbe Zeichen wie a+ß+y=p, 
und es wird daher der Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel, jenachdem 
/Li positiv oder negativ ist. Man kann noch bemerken, dass der Punkt nie 
in die Seiten des Dreiecks MM'M" oder in ihre Verlängerungen fallen kann, 
wenn er nicht einer der Punkte M, M' y M" selber wird; denn es mässle in 
jenem Falle eins der Gewichte in den Punkten M 9 M\ M" zufolge der Be- 
schaffenheit der Werthe dieser Gewichte verschwinden, welches aber nicht 
möglich ist, ohne dass noch ein anderes Gewicht verschwindet, in welchem 
Falle der Schwerpunkt mit dem dritten Punkte zusammenfällt. Wird z. B. 
©+I0- H=0, so verschwinden ß\ y', a; es wird ferner ß=y = 2vtD, ji = 4tvw, 

Die Kegelschnitte bleiben in diesem Falle bei unserer Aufgabe vollkommen 
bestimmt, obgleich im Allgemeinen die Aufgabe, einen Kegelschnitt mit ge- 
gebenem Mittelpunkt einem gegebenen Dreieck zu umschreiben, unbestimmt wird, 
wenn der gegebene Mittelpunkt in die Mitte einer der Seiten des Dreiecks 
fällt. Der hier betrachtete Fall tritt ein, wenn das Hilfsdreieck A"B"C" recht- 
winklig ist. 

Setzt man wieder, wie oben, die Goordinalen der Punkte B und C gleich 

mcosrj, nsinr] und mcosd-, nsin#, 

so wird die Tangente des Winkels, welchen BC mit der grossen Achse bildet, 

n(sini? — am &) n \ 2 / 

m(co8*-co 8 #) ~ ™co 8 (-?±^ + 90«)' 

Der Punkt D, in welchem der mit BC parallele Durchmesser den Kegelschnitt 
trifft, hat daher die Coordinaten: 

mcos (2+* +9 u ), „ s in(2±*+90»), 



a* 



198 C. G. J. Jacobi, geometrische Theoreme. 

und es wird 

Z)* =ro *s.n'-§-+»W— = — li=sr = - & 

8in __ 8in ___ 

Substituirt man hierin den Werth für sin 2 ^— = xV = j— un( ^ bildet die 

beiden andern ähnlichen Formeln, so findet man für die Quadrate der den 
Seiten BC, CA 9 AB parallelen halben Durchmesser die Werthe: 

vwa* wub* uvc* 

. 

Ebenso werden die Quadrate der den Seiten B'C 9 C'Ä, AB' parallelen halben 
Durchmesser 

woa'* touV* huc" 

und die Differenz je zweier entsprechenden Grössen wird 

— = p\ — 

Die beiden Kegelschnitte sind im Allgemeinen schon durch drei ihrer 
Punkte A 9 B 9 C 9 Ä 9 B' 9 C, und durch ihre Mittelpunkte und 0' vollkommen 
bestimmt. Legt man ihre Mittelpunkte und grossen Achsen in einander, so 
erhält man diejenige Lage, in welcher ihre beiden Brennpunkte zusammen- 
fallen, auf welche sich unsere ursprüngliche Betrachtung bezog. In dieser 
Lage wird nach dem Ivoryschen Theorem 

£C' = CJ?', CA' = AC 9 AB' = BA\ 

Es ist also durch die angestellten Untersuchungen auch die Aufgabe gelöst: 
Zwei beliebige Dreiecke ABC und ABC 9 in solche gegenseitige Lage 

zu bringen, dass BC = CB\ CA = AC, AB 1 = BÄ wird. 
Setzt man nämlich, wie oben, 

BC-B!C n = u, CA 7 - C'A n = t> 9 Aß i -A'B n = w, 

und bringt in A, B, C und ebenso in Ä 9 #, C die Gewichte 

an, deren Schwerpunkte und 0' seien, so sucht man die grossen Achsen 
der beiden Kegelschnitte, die den Dreiecken ABC, ÄB'C umschrieben sind 
und respective und 0' zu Mittelpunkten haben. Denkt man sich die Puukte 
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und 0' und diese grossen Achsen in den Dreiecken fest und legt sie aaf 
einander, so erhalten die Dreiecke die verlangte Lage. — 

Eine besondere Betrachtung macht der Fall nothwendig, wenn zwei cor- 
respondirende Seiten der beiden Basisdreiecke einander gleich sind. Denn 
die Analysis, durch welche oben die Gewichte a, ß, y un d der Werth von 
p 7 gefunden wurden, setzt voraus, dass keine der Grössen u, c, to verschwinde. 
Es sei z.B. BC=B'C, also « = 0, so geben die gefundenen Formeln 

ti = 0, a = 0, p 2 = 0, 

ß = — © (c— tr), y — w (©—«?), fi = — (r— wf. 

Die Verhältnisse von m 7 , n 7 , p 2 bleiben endlich. Die Punkte und 0' 
kommen in die Linien BC und B'C selbst zu liegen. Lässt man B mit 
B\ C mit C zusammenfallen, so fällt auch in 0'. Man findet dann diesen 
Punkt durch eine leichte Construction , indem man auf AÄ in der Mitte von 
AÄ ein Perpendikel errichtet, dessen Durchschnitt mit der Linie B'C den 
Punkt giebt. Die beiden Kegelschnitte verwandeln sich in die Systeme 
zweier geraden Linien, von denen die eine BC, die beiden anderen OA und 
OA r sind. Die Oberfläche wird ein Kegel*), dessen Spitze 0' und dessen 
Focallinien O'Ä und B'C sind. Dreht man das System der Linien OA, OB 
mit unverändertem Winkel um nach OÄ zu um den halben Winkel AOÄ, 
so erhält man die beiden Linien, in denen der Kegel von der Hauptebene 
ÄB'C geschnitten wird, durch welche nebst den Brennlinien der Kegel 
bestimmt ist. 

Wenn gleichzeitig u = 0, e = u>, erhält man 

Eine der Grössen m 2 und ri* wird unendlich, während die andere end- 
lich bleibt. Nimmt man an, dass m unendlich wird, so giebt die aus den 
oben allgemein gefundenen Werthen folgende Gleichung 

mV _ p*A % 

für den besonderen Fall 

n 2_ f % * _, «^ 



*) Es wird hierbei als bekannt vorausgesetzt, dass die Lage der Focallinien des 
Kegels, sowie derjenigen Linien, in welchen die erweiterte Ebene derselben den Kegel 
durchschneidet, eine derartige ist, dass sie dieselben Halbirungslinien haben, und dass 
jede zwei conjugirte Punkte auf diesen Linien von ihrem gemeinschaftlichen Schnitt- 
punkte gleichweit entfernt sind. H. 
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Läc&t maa wieder B und C in ff und C fallen, so ist AÄ senkrecht auf 
B'C "; trifft ^4yi f die Linie J?'C in H', so hat man 

t> = AH n -AH n , 

J* _ AH'* 
J*-J'* ~ v 
und daher 

n 2 = \AH n . 

Die Fläche ist ein Cylinder*), dessen Kante durch den Punkt N' 9 die Mitte 

von ÄH\ geht und mit B'C parallel ist. Die Basis des Cylinders wird ein 

Kegelschnitt, dessen Gleichung 

V , i?! _< 

AH'*^ AH'*-A'W* ~" *' 
wo die Achse der y senkrecht auf B'C steht und immer die grosse Achse 
der Basis des Cylinders wird, die eine Ellipse oder Hyperbel ist, jenachdem 
A mehr oder weniger als Ä von der Linie B'C entfernt ist. Die Punkte 
N' und A' 9 H' werden der Mittelpunkt und die Brennpunkte dieser Basis. — 
Die Fläche wird ein Ellipsoid, wenn m\ n 2 , p 2 positiv werden, also 
wenn u, u, t> y w positiv sind. Sie wird ein continuirliches Hyperboloid, 
wenn eine der Grössen m 2 , n 2 , p 2 negativ wird, während die andern positiv 
bleiben; also 

a) wenn m 2 und n 2 positiv sind, also auch fi positiv ist, und wenn p 2 negativ 
ist, also u, e, w negativ sind; 

b) wenn m 2 n 2 negativ ist, also u negativ und p 2 positiv, also eine der Grössen 
u, e, w negativ ist, während die beiden andern positiv sind, oder alle 
drei u, x>, w negativ sind, und von den Grössen y— u, ) f —f>, y'—w eine 
grösser als die Summe der beiden andern ist. 

Die Fläche wird ein Hyperboloid mit zwei Flächen, wenn eine der 
Grössen m 2 , n 2 , p 2 positiv ist, und die beiden andern negativ werden; also 
wenn m 2 n 2 und/? 2 negativ werden, da m 2 und »% wie wir gesehen haben, nicht 
gleichzeitig negativ werden können. Dies erfordert die Bedingungen u negativ 
und uvw positiv, also eine von ihnen positiv, die beiden andern negativ, oder 
es müssen alle drei positiv sein und eine der Grössen j/ti, }/t>, yw grösser als 
die Summe der beiden andern. 



*) In der That sind die Focallinien des Cylinders und diejenigen Linien, in denen 
die erweiterte Ebene derselben den Cylinder durchschneidet, zwei Systeme von par- 
allelen Linien, deren gemeinschaftliche Mittellinie die Achse des Cylinders ist, und 
sind die Verbindungslinien jeder zwei conjugirten Punkte dieser Linien auf der Achse 
senkrecht. H. 
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Als Grenze des Ellipsoids und zweiflächigen Hyperboloids erhält man 
das elliptische Paraboloid, wenn u, e, w positiv sind and ^ = 0. 

Als Grenze des continuirlichen Hyperboloids erhält man das hyperbo- 
lische Paraboloid, wenn u, e, w negativ sind und fi = 0. 

Man kann dies in folgenden Satz zusammenfassen. 

Satz. 

„Es seien zwei Dreiecke ABC und ÄB'C gegeben: in der Ebene von 
ABC nehme man einen beliebigen Punkt Q und construire über der Basis 
ÄffC mit den Kanten ÄP = AQ y B'P = BQ, C'P = CQ eine Pyramide: 
wenn der Punkt Q sich in der Ebene des Dreiecks ABC fortbewegt, be- 
schreibt der Punkt P eine Fläche der zweiten Ordnung, deren eine Haupt- 
ebene die Ebene der Basis ÄffC ist, und deren eine Focalcurve dem Drei- 
eck ÄB'C umschrieben ist. 

Diese Fläche ist 

1) Ein Ellipsoid, wenn alle Seiten des Dreiecks ABC grösser als die ent- 
sprechenden Seiten des Dreiecks ÄB'C sind, und man mit den Seiten 

jB^-ffC* 2 , jCA % -C'A'\ y AB 2 - Äff 2 ein Dreieck beschreiben kann. 

2) Ein einflächiges Hyperboloid, wenn nur eine Seite des Dreiecks ABC 
oder alle drei kleiner als die entsprechenden Seiten des Dreiecks ÄB'C sind. 

3) Ein zweiflächiges Hyperboloid, 

a) wenn eine Seite des Dreiecks ABC grösser, die beiden andern kleiner 
als die entsprechenden Seiten des Dreiecks ÄB'C sind; 

b) wenn alle Seiten des Dreiecks ABC grösser als die entsprechenden 
Seiten des Dreiecks ÄB'C sind, man aber mit den Seiten 



j/£C 2 - FC' 2 , y&4 2 - CA 2 , jAff- ÄB n 
kein Dreieck construiren kann. 

4) Ein elliptisches oder hyperbolisches Paraboloid, wenn die Seiten des Drei- 
ecks ABC alle grösser oder alle kleiner sind als die entsprechenden 
des Dreiecks ÄB'C und von den Quadratwurzeln der Differenzen der 
Quadrate der entsprechenden Seiten die eine gleich der Summe der bei- 
den andern ist. 

5) Eine Umdrehungsfläche, wenn die beiden Dreiecke ABC und ÄB'C ein- 
ander ähnlich sind, und zwar ist die Ebene der Basis ÄffC selber immer 
die Hauptebene, welche Kreisschnitte giebt. 
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6) Ein Kegel, wenn zwei entsprechende Seiten der Basen gleich sind. 

7) Ein Cy linder, wenn ausserdem noch die Differenz der Quadrate der bei- 
den andern Seiten gleich ist." — 

Ich will jetzt den allgemeineren Fall behandeln, wo die Spitze der 
Aber der einen festen Basis errichteten Pyramide sich in einer beliebig ge- 
gebenen Ebene bewegt. Es sei ABC die Projection dieser Basis auf die ge- 
gebene Ebene, und h, i 9 k seien die Quadrate der Höhen ihrer Ecken Ober 
dieser Ebene. Denkt man sich die beiden Basen in solcher Lage, dass ihre 
Ecken drei Paare conjugirter Punkte zweier Ellipsoide sind, deren Gleichungen 

^_4-M.4-ü =: i xx i yy i ** — i 

mm nn pp * mfm' n r n f p'p' 

sind, so werden ABC und die andere Basis A'ffC in einer Hauptebene, der 
Ebene der x und y, liegen und wieder die x- Coordinaten der entsprechenden 
Punkte der Dreiecke ABC und A'B'C sich wie m:m, die «/-Coordinaten 
wie n : n verhalten, woraus, wenn der Hittelpunkt der FlSche ist, wieder 
folgt, dass die Dreiecke OBC, OCA y OAB sich wie die Dreiecke OB'C, OC'A', 
OÄB' verhalten. Hieraus folgt ebenso wie oben, dass, um als Schwerpunkt 
sowohl von den Punkten A, B, C wie von den Punkten Ä> B', C zu er- 
halten, man in ihnen dieselben Gewichte anbringen muss. Nennt man diese 
Gewichte und ihre Summe wieder a, ß y y, p und d, Jt den Inhalt der Drei- 
ecke ABC und ÄB'C, so hat man wieder ganz wie oben: 

OBC = — J, OCA = ^J, OAB = -Lj 9 

OB'C = — S, OC'A' = £j> 9 OA'ff = ?-J'. 

Es wird ferner: 

OA 2 +h-OA' 2 = OB'+i-OB' 2 = OC 2 +k-OC n =/> 2 . 

Nennt man wieder: 

BC 2 -B'C' 2 = u, CA 2 -C'A n = e, AB*-A'B* = w, 
so hat man statt der früheren Gleichung folgende: 

/jp 2 -] — (ßyu+yae+aßw) = ßw+ye+fih = yu+aw + t ui=^ae+ßu+/bth. 

Setzt man den ersten Ausdruck U, so geben die drei Gleichungen 

<xh+ß(w+k)+y(t>+h) = U, 
a(w+i)+ ßi +y(u+i) = V, 
a(f>+k)+ß(u+k)+ yh = ü 
die Werthe der drei Gewichte und ihrer Summe: 
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a = ii(c+tp— »)+(2A— •— k)u— (•— A)(f>— w\ 

ß = <? ( fC + l |- < ,)+(2i-AF-A)c-(/r-A)(tp-ii), 

y = ip(ii^u—ip)-|-(2A—A—$)f(?—(A— •)(«—©), 

/u = 2(010+1011+1*0) — tf— «? 2 — !0 2 
und überdies 

U = 2nof(?+ Ati (0+10—11) +«0(10+1*— 0) + Ai0 (11+0—10). 

Aus den Werthen von a 9 ß 9 y folgt 

aßw-\-yae = a(U—/xh)^ 

ßyu + aßw = ß(U-fii), 

yae + ßyu = y{U—fik) 
und daraus 

2(ßyu+you>+aßw) = ^{^-(aA+^+yft)}. 
Es ist aber ursprünglich 1/ dem Ausdruck 

PP*+— (ßyu+yat> + aytc) 

gleich gesetzt worden: man hat daher die Gleichung 

2(tf-^ 2 ) = tf- («A+/?t+yA), 
woraus 

2/ip ? = tf+Aa+t/? + Ay 

und daher, wenn man die obigen Werthe von a, ß, y substituirt: 

fxp 1 = uvw + hu (0+10—1*) + (A— t) (A— k) «* 

+ ti? («?+«—«?) + (i — A) (•— A) 

+kw(u+e-u>) + (A-A)(A-i)i0. 

Man kann diesen Ausdruck auf merkwürdige Art transformiren. Man hat 

nämlich 

fip 2 = tww+f>w(i+k)+ti)u(k+h)+ue(h+i) 

-Ati 2 -fo 2 -Afr 2 +(A-0(A~A)fi+(t-A)($-A)f?+(A-A)(A--i> 

= (u+i+k)(e+k+h)(wHH)-hu 7 -w 7 -kw 2 

-2A(t+A)ti-2t(A+A)i?-2A(A+t)tt?-(t+A)(A+A)(A+i) 

= (u+i+k)(t>+k+h)(w+h+i) 

-A(ti+t+A) 2 ~t(f?+A+A) 2 ~A(tt?+A+t) 2 +4AtA. 

Setzt man jetzt 

ti+t+A = t*°+2tfÄ, f?+ Ä+A = «? ü +2l / ÄÄ, t0+A+i=«0°+2tfW, 
so wird 

^ = (*»+ 2)fä) (0°+ 2}^) («0°+ 2tfW) 

- A (i^+ 2V<£) 2 - 1 («,<>+ 2} / ÄÄ) 2 - A (10°+ 2} / Ai) 2 + 4AiA 
= iiV«0 ü +2(}föVt0 c +|^.^^ 

26* 
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Die Grössen tf, t> { \ id ü werden durch die Gleichungen 

u° = tt+(i/t— i/*) 2 = BPC^-ffC' 2 , 

e» = *+(•*-•*)* = CM 02 - CA' 2 , 
«0° =f0+( ] /A- ] /i) 2 = ^ ü # ,2 -^'fi' 2 

gegeben. Wenn A° ein Punkt des Ellipsoids ist, dessen Gleichung 

und man mit dem Halbmesser p eine concentrische Kugel beschreibt , so soll 
D° ein dem Punkte Ä } entsprechender Punkt der Kugel heissen, wenn die 
Coordinaten von A° aus den Coordinaten von D° dadurch erhalten werden, 

dass man sie mit — , — , 1 multiplicirt. Sind D\ £°, F° auf der Kugel den 

Punkten Ä\ B ü , C° des Ellipsoids entsprechend, so hat man 

ii° = B>(?*-BC n = E>F 02 , 

«* = C i, A 07 -C f A n =F i) D {i \ 

w° = A°B )2 -A'B' 2 = D°E>\ 

Da die z - Coordinaten entsprechender Punkte des Ellipsoids und der Kugel 
gleich sind, so sind h, i, k auch die Quadrate der Höhen von D\ E°, F° über 
der xy- Ebene. Nennt man ferner D, E, F die Projectionen von D°, 22°, F° 
auf die xy- Ebene, so wird 

u = 5C 2 - B'C n = EF\ 

e = CA 7 -C'A' 2 = FD 2 9 

w=AB 2 -ÄB' 2 = DE*. 

Nennt man r° den Radius des dem Dreieck D^F" umschriebenen Kreises, 

so wird 

16^ )2 .Z) £ Ü F Ü2 = «Vir ; 
es ist ferner 

fi = 1GDEF 2 = lßD°ErF° 2 co8 2 l, 

wenn X der Winkel ist, welchen die Ebenen der Dreiecke D°E?F° und DEF 
mit einander bilden. Man hat daher 

pV-tiW = 16Z) ü £ ,, F 02 (p 2 cos 2 ^~r ü2 ), 

oder wenn man H das Quadrat des Perpendikels vom Mittelpunkt der Kugel 
auf die Ebene des Dreiecks Z) Ü 22°F Ü nennt, 

|,y-«W = ißD () E ) F°\Hcos 2 l-r l)2 sm 2 X) 
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Nennt man h [ \ i\ U\ £ die Quadrate der Perpendikel, die von D°, 
E°, F° und vom Mittelpunkte des dem Dreieck Z) ü jE ü F umschriebenen Kreises 
auf die Schneidelinie beider Ebenen gefällt werden, so wird 

♦ -*..*«, r-^,-, r~£x, *°=A< 

wenn man daher die vorige Gleichung durch sin 2 * dividirt, erhält man 

16Z) jE^ 2 (£--r ü2 ) = MirE 3 F \$-WuP 

Auf diese Weise lässt sich der für /up 2 gefundene Ausdruck auf eine 
Formel der algebraischen Geometrie zurückführen, indem in der vorstehenden 
Formel yt*°, y«? ü , j/io , } /h° 9 ]/$% yüP, ^ die Seiten und die aus den Ecken 
und dem Mittelpunkt des umschriebenen Kreises auf eine beliebige Linie ge- 
fällten Perpendikel bedeuten. Die Grösse £— r 02 ist das Quadrat der Tangente, 
die man an den Kreis vom Fusspunkte des Perpendikels )A£) fällt. Man sieht 
leicht, dass man in der Formel ^£), ^H\ y? 9 yk° um dieselbe Grösse ändern 
kann, welches darauf hinaus kommt, dass man die gerade Linie parallel mit 
sich verrückt. Man hat nämlich 

16JWF 02 = 2(f?V+«?V+ii ü € ü )-«fi ü2 ~€ 02 -«? ü2 

und nach einem bekannten Satze vom Schwerpunkt 

da der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises der Schwerpunkt der Punkte 
Z) , 2£ , F ist, wenn man in ihnen die Coefficienten von yft°, yf 9 >/ä als 
Gewichte anbringt, und die Summe dieser Gewichte gleich 16D M 15 ü F üa ist 
Wenn man die erste Gleichung mit (jAJ)— r") 2 , die zweite mit — 2(j/#— r°) mul- 
tiplicirt zu der gefundenen Formel hinzufügt*) und 

setzt, so erhält man 

wo }fh', yV, ^k f die auf eine Tangente des dem Dreieck D"E°F } umschriebenen 



*) Das Ergebniss dieser Rechnung kommt damit überein, die Lothe /£), jflk , }/%\ 
yk Q um y^)— r° zu verkürzen, oder, was dasselbe ist, die auf diesen Lothen senkrechte 

gerade Linie parallel mit sich selbst so zu verschieben, das sie eine Tangente des 
jeises um D 5 £°F° wird. H. 
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Kreises aus D°, E? r F° gefällten Perpendikel bedeuten. Aus der vorstehenden 
Gleichung folgt, dass von den Quadratwurzeln aus den drei Grössen tPjh', 
t>V*', »V* oder von den drei Grössen E°F°ih', F°D°ft, D^jk' eine die 

4 4 4 

Summe der beiden anderen ist. Man kann die Grössen ]/h f , j/i', j/Ar' leicht 
construiren. Nennt man nämlich T den Berührungspunkt, so wird nach be- 
kannten Sätzen der Elementargeometrie 

JW^W=D { % ^2?^== E , T 9 1W^K = F«T, 
so dass die drei Grössen 

die drei Producte der gegenüberstehenden Seiten und Diagonalen in dem dem 
Kreise eingeschriebenen Viereck D JS"F°r'sind 9 von denen bekannt ist, dass 
die Summe von zweien dem dritten gleich ist. Unsre Formel für p 7 wird so 
auf den sogenannten Pfo/emäischen Lehrsatz zurückgeführt, welcher anderer- 
seits in dieser Form ausgesprochen durch das Vorstehende eine grosse Aus- 
dehnung erhält. 

Wie in dem früheren Falle findet man m und n aus den beiden Glei- 
chungen 

mn ABC 4J 



p* ~~ DEF "" y> ' 
mV _ ABC _ 4J' 
p* "~ DEF ~~ y> ' 

Man sieht aus diesen Gleichungen, dass mV und m'W 2 dasselbe Zeichen 

wie fi haben, dass also der ^-Schnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist, jenach- 

dem fi positiv oder negativ ist. Die Fläche wird nur dann ein einflächiges 

Hyperboloid, wenn mWp 7 negativ ist, also wenn fi und p 7 verschiedene Zeichen 

haben. Die Werthe — , — werden ganz ebenso, wie im einfacheren Fall, 

durch die Seiten der Dreiecke ABC und ÄB'C ausgedrückt, und nur p 7 wird 
verschieden. Mit Hilfe des früheren Hilfsdreiecks DEF kann man die Grösse 
p 7 so construiren: Man errichte in den Punkten D, E, F die Perpendikel 
iK ih i^9 deren Endpunkte D { \ E\ F° seien, ferner errichte man in dem 
Mittelpunkt des dem Dreieck DPEPF umschriebenen Kreises ein Perpendikel 
auf der Ebene D^EPF" und bestimme den Punkt, in welchem dies Perpen- 
dikel die Ebene DEF durchschneidet, dann wird p die Entfernung dieses 
Punktes von jedem der Eckpunkte D { \ E\ F li , (oder, was dasselbe ist, p wird 
der Radius derjenigen dem Dreieck D {) E ] F" umschriebenen Kugel, deren 
Mittelpunkt in der Ebene DEF liegt). 
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Notiz über die Normalen einer Fläche des 

zweiten Grades« 

(Aus den {unterlassenen Papieren von F. Joachimsthal mitgetheilt durch Herrn 0. Hermes.) 



Zur Jacobi&chen Entstehungsweise der Flächen zweiten Grades; 
zur Bequemlichkeit für das Ellipsoid ausgesprochen *). 

SSind ABC und abc zwei confocale Ellipsen und die Punktepaare A, a; 
B,b; C,c entsprechende Punkte, d.h. deren Coordinaten sich wie die par- 
allelen Axen verhalten, oder was dasselbe ist, liegen A, a auf einer con- 
focalen Hyperbel , ebenso B, b und C, c; nimmt man ferner im Innern der 
kleineren Ellipse abc einen Punkt D und construirt eine Pyramide abcd, so dass 
ad = AD, bd — BD, cd = CD, so beschreibt bekanntlich nach Jacobi d ein 
Ellipsoid. Es ist mir nun gelungen, denjenigen Satz zu finden, welcher dem' 
ebenen Satze entspricht, dass die Normale der Ellipse den Winkel zwischen 
den Radien Vectoren halbirt. 

Trägt man nämlich von d aus auf da, db, de drei solche Stücke 
da', db', de' ab, die von D aus auf DA, DB, DC abgetragen, drei im Gleich- 
gewicht stehende Kräfte darstellen, so ist die Resultante von da', db', de' 
die Normale des Ellipsoids. 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf folgendem 

Lehrsatz I. Es sei q> (r,r^r 2 ) = die Gleichung zwischen den Ent- 
fernungen eines Punktes von a, a,, 02, welche sämratlich in derselben 
Ebene liegen, so stellen y'(r), y'(ri)> <p\r 2 ), nach Oa, Oa^ Och angebracht, 
drei im Gleichgewicht befindliche Kräfte vor. 

Lehrsatz II. Es sei (p(r,r n r 2 ,r 3 ) = die Gleichung zwischen den 
Entfernungen des Punktes im Räume von vier anderen Punkten im Räume 

a, a L , ch, (h, so stellen y'(r), y'(n)i vX***)-* v'fa) nacu Oa, Oa^ Oa*, Oa^ 
mit gehörigem Zeichen angebracht, vier im Gleichgewicht wirkende Kräfte dar. 



*) Die eine Hälfte der hier folgenden Notiz trägt das Datum des 28. März 1861. 
Es liegt uns also, da Joachimsthal am 5. April 1861 starb, in diesem Aufsatz eine 
seiner letzten Arbeiten über das von ihm so vielseitig behandelte Problem der Nor- 
malen der Flächen zweiten Grades vor. H. 
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Beweis. (Nor für Lehrsatz IL, da der ftr L analog ist.) Es sei 
V T, r M r 2 , r j; = die Gleichung irgend einer Flache, so ist die Normale 
derselben die Resultante der Krifte e\>\ ^fa). uffa), y'(r 3 ) ; die Gleichung 
der Fliehe kann aber ebenso gut geschrieben werden ur[r, r tt r*, r z )+<p{r, r„ r*, r 3 )=0, 
demnach ist die Normale die Resnltante Ton v\>*-Hp'(r), y'(ri)+9'( r i)* u - s - w - 
also bilden <f{r), <f' T\]*> 9Ji]* <f' Ti. eni Gleichgewichtssystem. 

Es ergiebt ach jetzt Folgendes: 

Jede Normale tritt die Ebene der Figur innerhalb der kleineren Ellipse. 
Es sei » der Punkt, wo die Normale in einem Punkte d der Fliehe die Ebene 
der Figur trifft. Man denke sich die drei Fundamentalpunkte a y b, e so ge- 
wählt dass a und 6 mit m in einer Geraden liegen: da nun dm die Richtung 
der Resultante you drei nach dm y db und de wirkenden Kräften sein soll, so 
muss die letztere gleich Null sein. Sind A 9 B, C die zu a, b 9 e gehörigen 
Punkte und D der zu 4 gehörige Constnctionspunkt der Ebene, so sollen 
die nach AD, BD, CD gerichteten Krifte ach das Gleichgewicht halten. Die 
nach CD gerichtete Kraft ist aber gleich Null, also missen A, B und D in 
einer Geraden liegen und die nach AD und BD gerichteten Krifte gleich 
sein, also auch die nack db und db gerichteten, d.h. da haUrirt den Winkel 
mdb* Nun sind db und db nur der Bedingung unterworfen, mit dn in einer 
Ebene zu liegen: also fcyf man dbrdb erneu PmmJd der Fläche d und den 
Utmertn Co msh we tmmikeyelsem w iit (die «jnodular focal" Mae-Cullaghs) einen 
AVydL so ist die Sormmlt tm PmmUe d dfe Axe dieses Kegels. 
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Die Jacobische Erzeugungsweise der Flächen 

zweiten Grades« 

(Von Herrn 0. Hermes.} 



AJie gegenwärtigen Untersuchungen sind, als Anhang zu den im litera- 
rischen Nachlass Jacobis enthaltenen „Geometrischen Theoremen", dazu be- 
stimmt, das Fragmentarische dieser Theoreme zu ergänzen und dadurch ihr 
Verständniss zu erleichtern; sie beschränken sich darum im Wesentlichen auf 
die Herleitung focaler Eigenschaften der Flächen zweiten Grades aus dem 
Ieoryschen Satze und schliessen sich dabei möglichst an die ähnlichen Ent- 
wickelungen Jacobis Ober die Kegelschnitte an. 

Das EllipsoicL 

§.1. Es sei die Gleichung eines gegebenen Ellipsoids, auf seine Haupt- 
achsen bezogen, 

fL4-JL4.iL — i 

m n p 

und die Gleichung eines ihm confocalen Ellipsoids 



m*+Q n'+P p*+e 
wo p<Cn<im sein mag, und q alle Werthe zwischen — p 2 und +°° haben 
kann. Zwei Punkte dieser Ellipsoide, P und Q, deren Coordinaten 

x = ma, y = nß, *=py, 

x = VW+p . a 9 y = lV+p . ß, * = )fpl+Q . Y 
sind, wo 

« 2 +^+y 2 = l, 

heissen einander conjugirt. Hat man zwei andere conjugirte Punkte P, und 
Qt, deren Coordinaten 

x = ma lti y = nß„ *=PYi 
und 

x = T/m 2 +Q . a x , y = lV+<>./J M *=»y+p.yi 

Journal für Mathematik Bd. LXXIII. Heft 3. 27 
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sind, wo 

«1+ßl+rt = i, 

so wird 



und daher 

PQl-PtQ 2 = ?(«I+Ä+ tf-aH*-^) = 
oder 

PQi = IW, 

welches der horysche Satz für Ellipsoide ist. Setzt man p^—1 und yj/— 1 
statt p und y, so erhält man denselben Satz für einflächige Hyperboloide, und 
wenn man zugleich nj/— 1, pj/— 1, /?>/— 1, y^— 1 statt n, />, & y setzt, für 
confocale zweiflächige Hyperboloide. 

Lässt man p bis zu dem Werthe —p 7 abnehmen und p 7 +Q und z gleich- 
zeitig verschwinden, so hat man für die Punkte Q des zweiten Ellipsoids: 



x = }'m 2 —p 2 .a, y = j/» 2 — p 7 .ß, z = 0, 
wo 

a 2 +/? 2 <l 

ist, d. b. es reducirt sich dieses Ellipsoid auf seinen Grenzfall 

x y 



+ -Z^-ZT<h * = 0, 



m —p n — p 

also auf das Stück der xy- Ebene innerhalb der Focalellipse des gegebenen 
Ellipsoids, das Grenzellipsoid. 

Dem Mittelpunkte 9 als einem Punkte des Grenzellipsoids, für die 
Werthe o=/?=0, y=+l, entspricht als conjugirter Punkt auf dem gegebenen 
Ellipsoid der Punkt x = y = 0, z = ±p, d. h. jeder der beiden Endpunkte Z 
und Z' der kleinen Achse. 

Einem beliebigen Punkte A x auf dem Umfange der Focalellipse selbst, 

d. b. für • 

A t : x = ini 1 —p l .cL 9 y = }V— p\ß & = 0, 
wo jetzt 

a 2 +/^=l, d.h. y = ist, 

entspricht als conjugirter Punkt vi auf dem Ellipsoid 

A : a? = mcf, y = «/?, * = 0, 
also auf 

^+£1 = 1, * = 0, 
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def conjugirte Punkt liegt also auf dem Durchschnitt des Ellipsoids mit def 
Ebene der Focalellipse. Es erglebt sich hieraus zugleich, dass die Focalellipftb 
confocal ist dem zugehörigen Hauptschnitt, eine Eigenschaft, welche bekanntlich 
allen Focalkegelschnitten gemeinschaftlich ist. Wenn nunmehr allgemein P 
und Q zwei beliebige conjugirte Punkte von (E) und (2?i), durch welche 
Buchstaben das gegebene Ellipsoid und das Grenzellipsoid unterschieden werden 
mögen, sind, ebenso A, B 9 C Punkte des Durchschnitts der Ebene der Focal- 
ellipse mit E, conjugirt den Punkten A n B L , C L der Focalellipse, so hat iftM 
nach dem hört/sehen Theorem: 

PA X = QA, PB t = QB 9 PC^QC, PO = QZ = QZ', 

d.h. 

Die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes P des Ellipsoids mit 
irgend drei Punkten der Focalellipse sind resp. gleich den Verbindungslinien 
des conjugirten Punktes Q des Grenz ellipsoids, d. h. eines bestimmten Punktes 
der Ebene innerhalb der Focalellipse, mit den conjugirten drei Punkten auf 
dem Durchschnitt der Ebene der Focalellipse mit dem Ellipsoid. 
Oder: 

Wenn man über drei beliebigen Punkten A, B, C einer Ellipse ah 
Eckpunkten der Basis Pyramiden errichtet mit der Spitze Q und über den 
drei conjugirten Punkten A^ 2?j, C L einer inneren confocalen Ellipse als Eck- 
punkten der Basis Pyramiden eines neuen Systems mit der Spitze P, so dass 

A X P = AQ, B t P = BQ 9 C t P = CQ, 

und den Punkt Q die Ebene innerhalb der inneren Ellipse durchlaufen las st, 
so beschreibt der Punkt P ein Ellipsoid, welches die äussere Ellipse zum grössten 
Hauptschnitt und die innere zur Focalellipse hat. 
Sind die Gleichungen der beiden Ellipsen 

^+4 = 1, a = 

m n 1 

und 

9 # 1 

7,+ -J~^=l, * = <>, 



m —p tf—p 4 

wo p<Cn<Cm, so ist die Gleichung des vom Punkte P beschriebenen Ellipsoids 

9 9 9 

*+*,+ •, = !. 

m* ' n p 

Als conjugirte Punkte ergeben sich ferner die Endpunkte X, X' und 
JC,, X[ der x- Achse und die Endpunkte Y, Y' und Y,, Y[ der »/-Achs* 

27* 
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von (E) und (E t \ und den beliebigen Punkten x x und y t der x- und y- Achse 
innerhalb der Focalellipse als Punkten von (2^) sind conjugirt Punkte x und 
y auf den Hauptschnitten von (£) mit der xz- und ys-Ebene : nach dem foory- 
schen Satze also ergiebt sich: 

X t x = -Xa?! und JT/a? = J!f 'a^ , Y^ y = Y^ und Y[y == Y'y t , 

woraus 

XiX-\-X[x = -Xo?i+-X' r xi = 2m 
und 

Y i y + Y' l y=Yy l +Y'y l = 2n, 

d. h. die Scheitelpunkte der Focalellipse auf der grossen und kleinen Achse 
derselben sind die Brennpunkte der Hauptschnitte von (E) mit der xy- und 
yz- Ebene. 

Man kann die gegenseitige Beziehung der entsprechenden Scheitelpunkte 
von (E) und (Ei) oder des Mittelpunktes und der Endpunkte Z und Z' 
der kleinsten Achse von (E) als conjugirter Punkte benutzen zu einer im 
Ganzen einfachen Construction beliebiger conjugirter Punkte von (E) und (E t ). 

Den Brennpunkten der Focalellipse, als Punkten von (E L ), entsprechen 
als conjugirte Punkte die Nabelpunkte des Ellipsoids (E). 

Die Brennpunkte seien F t und F[ und die entsprechenden Nabelpunkte, 
ohne Rücksicht darauf, auf welcher Seite der a-Achse sie liegen, Fund F f : 
der Punkt Q wird ein Brennpunkt von (Ei) für die Coordinatenwerthe 

x = ±1n?-n\ y = 0, ä = 0, 
d. h. für 

r jh*— p" « ' / — — r m % — p" 

also sind die conjugirten Punkte P des Ellipsoids (E): 

ym 9 — p' ym 9 — p* 

d. h. die Nabelpunkte des Ellipsoids. Hierauf das Ieorysche Theorem ange- 
wandt, ergiebt sich 

FO = F X Z, 

d. h. 

Die Entfernung der Nabelpunkte eines Ellipsoids vom Mittelpunkte desselben 
ist gleich der Entfernung der Brennpunkte des grössten Hauptschnittes von 
den Endpunkten der kleinsten Achse. 
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§. 2. Wie die Nabelpunkte des Ellipsoids den Brennpunkten der Focal- 
ellipse conjngirt sind, so sind allgemeiner die Krümmungslinien des Ellipsoids 
conjugirt Kegelschnitten, welche der Focalellipse confocal sind, und zwar in 
der Weise, dass, wenn der Eckpunkt Q der Pyramide ABCQ einen der FocaL- 
elüpse confocalen Kegelschnitt durchläuft, der conjugirte Eckpunkt P der 
Pyramide AiB&P eine Krümmungslinie des Ellipsoids beschreibt. 

Dieser Satz ist nur ein speci eller Fall von folgendem allgemeineren 
Satze : 

Wenn sich ein Punkt Q auf einer Krümmungslinie einer Fläche 
zweiten Grades bewegt, so durchläuft der conjugirte Punkt P einer confocalen 
Fläche die conjugirte Krümmungslinie dieser Fläche, d. h. welche mit der 
ersteren auf derselben confocalen Fläche liegt, nämlich auf der jenigen, deren 
Durchschnittscureen mit den beiden gegebenen Flächen diese Kriimmungs- 
linien sind. 

Die gegebenen Flächen seien 

i. -*-+ JC-+-4- = i, 

m n p* ' 

und die conjugirten Punkte 

P: x = ma, y = nß, z^py, 

Q: x = Vm 2 +e.a, y = V» 2 +(>.Ä s = )> 2 + p . ft 
wo 

a*+ß*+f = 1 ; 

nunmehr bewege sich Q zugleich auf der confocalen Fläche 

/-• •»* «* 

dann gehört der Punkt P zugleich der Fläche 



x 
m 



'(.fn'+Q ) , y ' («'+<>) , »'(p'+f) _ a 
.•(m'+A) "*""»• (n'+A) "♦" p'Cp'+it) ~~ 



an, d.h. er liegt auf dem Durchschnitt dieser Fläche mit der Fläche (I.): die 
Projection aber dieser Durchschnittscurve auf irgend eine der Coordinaten- 
ebehen, z. B. auf die xy -Ebene, wird: 

p'fl-g) r xXm'-p*) y'Qi'-p') .1 _ ft 
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also, weil weder A = p, noch ; gleich Null ist: 

d. h. unabhängig von q, dem Parameter der Fläche (II.)? und dieselbe Glei- 
chung, wie die der Projection der Schnittcurve der Flächen (I.) und (III.) 
auf die xy- Ebene. 

Wenn also zwei conjugirte Punkte P und Q auf zwei confocalen 
Flächen (I.) und (IL) gegeben sind, von welchen Flächen die erstere unver- 
änderlich bleibt, während die zweite einen variabeln Parameter enthält, so 
liegt der Punkt Q, jenachdem man den festen Punkt P ansieht als Punkt der 
einen oder der anderen Krümmungslinie von (I.), fortdauernd auf der con- 
focalen Fläche des einen oder des anderen Systems, durch deren Durch- 
schneidung mit (I.) diese Krümmungslinien hervorgehen, also auf der Schnitt- 
curve dieser Flächen selber. Man hat also den Satz: 

Die conjugirten Punkte eines und desselben Punktes einer Fläche zweiten 
Grades in Beziehung auf alle confocalen Flächen desselben Systems liegen auf 
der Durchschnittscurve der beiden confocalen Flächen der anderen Systeme, 
welche durch diesen Punkt gehen. 
Ferner : 

Wenn man auf einer Fläche zweiten Grades beide Systeme ton Krüm- 
mungslinien construirt, so bestimmen jede zwei Paar Krümmungslinien ver- 
schiedener Systeme durch ihre Durchschneidung zusammengehörige Syteme eon 
je ttier Punkten, welche paarweise conjugirt sind, also, als Eckpunkte von 
Vierecken angesehen, in der Beziehung zu einander stehen, dass die beiden 
Diagonalen dieser Vierecke einander gleich sind. 

In ähnlicher Weise enthalten jede drei Paar confocaler Flächen zwischen 
einander parallelepipedische Räume mit gleichen Diagonalen: weil nun con- 
focale Flächen desselben Systems sich nicht durchschneiden können, also bei 
unendlich geringer Entfernung als Parallelflächen angesehen werden können, 
so folgt hieraus die Fundamentaleigenschaft confocaler Flächen, dass diese 
parallelepipedischen Räume rechtwinklig sind, d. h. dass confocale Flächen 
sich rechtwinklig durchschneiden. 

Es ergeben sich für die Krümmungslinien beider Systeme einer Fläche 
zweiten Grades dieselben Eigenschaften in Beziehung auf conjugirte Punkte, 
wie für confocale Kegelschnitte beider Systeme. Darum lässt sich dasselbe 
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Verfahren, durch welches man confocale Kegelschnitte constnrirt, wenn die 
Brennpunkte gegeben sind, in Anwendung bringen bei der Construction der 
Krümmungslinien einer Fläche zweiten Grades, wenn die Lage ihrer Nabel- 
punkte bekannt ist: man hat nur das Stück der Hauptachsen zwischen den 
Brennpunkten in der Ebene auf der Fläche zu ersetzen durch das Stück des 
Hauptschnittes der Fläche zwischen den Nabelpunkten, welche sich auch hier 
passend Grenz kriimmungs Knie nennen lässt. Den Nabelpunkten F und F\ als 
Scheitelpunkten einer solchen Grenzkrümmungslinie, entsprechen als conjugirte 
Punkte 31 und 91' (Durchschnittspunkte mit der xy-Ebene beim Ellipsoid) einer 
beliebigen Krümmungslinie (Jf), und jedem Punkte Q auf der Grenzkrümmungs- 
linie FF' oder deren Supplement als conjugirte Punkte P von (K) solche, für 
welche 

910 = FP und 9t'0 = F'P 
ist: wenn nunmehr der Punkt Q die Grenzkrümmungslinie zwischen Fund F 1 
durchläuft, so beschreibt der Punkt P die Krümmungslinie (üf), welche die 
Punkte 91 und 21' zu Scheitelpunkten hat, sobald diese Punkte auf dem Sup- 
plementbogen des Hauptschnittes liegen, d. h. F und F' zwischen sich enthalten ; 
wenn dagegen 91 und 91' zwischen F und F' liegen, so ergeben sich reelle 
Punkte P nur, wenn Q das Supplement des Bogens FF 1 durchläuft, und als- 
dann beschreibt P eine Krümmungslinie des zweiten Systems der Fläche. 

Wenn eine Krümmungslinie auf einer Fläche zweiten Grades, z. B. 
auf einem Ellipsoid, gezeichnet ist, und zugleich die Hauptschnitte bekannt sind, 
so findet man auf der Grenzkrümmungslinie, d. h. auf der Hauptellipse durch 
die grösste und kleinste Achse, leicht den zu einem auf der Krümmungslinie 
gegebenen Punkte P conjugirten Punkt Q dadurch, dass man die Punkte Z, 
die Endpunkte der kleinsten Achse, als Punkte der Grenzkrümmungslinie, in 
Betracht zieht als conjugirt zu den Punkten 33 und 53', den Durchschnitts- 
punkten der gegebenen Krümmungslinie mit der Hauptellipse durch die kleinste 
und mittlere Achse, weil dann 

ZP = ®Q = ®'Q 
ist: die Nabelpunkte F und F f ergeben sich durch die Beziehung 

Z21 = 33F, 
wo 91 wie früher einen Scheitelpunkt der gegebenen Krümmungslinie bedeutet. 

Auch die Construction conjugirter Punkte auf zwei gegebenen Krüm- 
mungslinien desselben Systems ist leicht zu bewerkstelligen, weil beiden der- 
selbe Punkt Q der zugehörigen Grenzkrümmungslinie als conjugirter Punkt 
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zugehört, nämlich der Punkt, in welchem die Krümmungslinie des zweiten 
Systems, welche durch die gegebenen conjugirten Punkte P geht, die Grenz- 
krümmungslinie durchschneidet. 

§. 3. Aus den Gleichungen der Punkte P und Q, als conjugirter 
Punkte des Ellipsoids (E) und des Grenzellipsoids (2£,), nämlich 

P: x = ma, g = nß, z=py, 

Q: x = fa 2 — p 2 . a, y = in 2 —p 2 .ß, * = 0, 

wo 

<?+{?+ f = 1, 

geht hervor, dass die Punkte Q und die Projectionen der Punkte P auf die 
oy-Ebene in collinearer Verwandtschaft zu einander stehen. Hieraus folgt für 
besondere Annahmen, dass, wenn der Punkt Q auf dem GrenzeUipsoid eine gerade 
Linie durchläuft, der Punkt P auf dem EUipsoid einen Kegelschnitt beschreibt, 
dessen Ebene senkrecht auf der FocaleUipse steht und umgekehrt. Ferner 

Wenn der Punkt P auf dem EUipsoid eine ebene Curee beschreibt, 
seine Protection also auf die Ebene der FocaleUipse einen Kegelschnitt, welcher 
einen doppelten Contact hat mit dem zugehörigen Hauptschnitt des Ellipsoids, 
so durchläuft der Punkt Q einen Kegelschnitt, welcher einen doppelten Contact 
hat mit der FocaleUipse und umgekehrt. Dieser doppelte Contact ist ein reeller 
oder imaginärer, jenachdem die Ebene, welche der Punkt P durchläuft, die 
Hauptellipse durchschneidet oder nicht; berührt die Ebene die Hauptellipse, 
so haben der conjugirte Kegelschnitt und die FocaleUipse vier auf einander 
folgende Punkte gemeinschaftlich, und wenn endlich die Ebene die Fläche in 
einem Punkte des Hauptschnittes berührt, so wird auch die conjugirte Curve 
auf der confocalen Grenzfläche eine Tangente der Focalcurve, welcher Fall 
allerdings erst bei den später zu betrachtenden geradlinigen Flächen zweiten 
Grades, dem einflächigen Hyperboloid, dem hyperbolischen Paraboloid, dem 
Kegel und dem Cylinder von Bedeutung ist. 

Einem System von Parallelschnitten der Fläche entspricht auf der 
Grenzfläche ein System von Kegelschnitten, welche zwei Punkte im Unend- 
lichen gemeinschaftlich haben. 

Das einfache Hyperboloid 

§. 4. Dasselbe sei gegeben durch die Gleichung 

/•.' «.* m* 

iiü i_ _ i- 
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die confocalen Hyperboloide sind dann enthalten in der Gleichung 



m*+Q n'+Q p'-p 

und zwei conjugirte Punkte P und Q des gegebenen und des confocalen Hyper- 
boloids haben zu Coordinaten 

x = ma, y = nß, z=py, 

x±=yfm 2 +Q.a, y = yn 7 +Q.ß 9 z = j/p 2 — p . y 9 
wo 

a'+^-y 2 = 1, 

und es sei 

m ^> n. 
Eine erste Grenze der confocalen Hyperboloide entspricht hier dem 
Werthe p=/> 2 : lässt man p 2 — q und * gleichzeitig verschwinden, so wird 
für die Punkte des Grenzhyperboloids 

x±=ym*+p\a, y = jn 2 +p\ß, * = 0, 

welches Grenzhyperboloid wegen der Bedingung cf+ßP^i übereinkommt 
mit dem ausserhalb der Focalellipse liegenden Stück der Ebene dieser Ellipse. 
Setzt man 

a*+f=l, d.h. y=0, 

so entsprechen den auf dem Hauptschnitt der #y-Ebene, d. h. auf der Kehl- 
ellipse des Hyperboloids liegenden Punkten die conjugirten Punkte der con- 
focalen Focalellipse. Nimmt man also drei beliebige Punkte A, B, C auf 
einer Ellipse und die conjugirten Punkte A^ B L , C x auf einer confocalen 
äusseren Ellipse resp. als Eckpunkte der Basen zweier Pyramiden mit den 
Spitzen Q und P, so dass die Seitenkanten 

PA L = QA, PB X = QB, PC L = QC, 

und durchläuft der Punkt Q die Ebene der grösseren Ellipse, so beschreibt 
der Punkt P ein einflächiges Hyperboloid, dessen Kehlellipse die innere und 
dessen Focalellipse die äussere der beiden gegebenen confocalen Ellipsen ist. 
Der Zusammenhang zwischen confocalen Kegelschnitten in der Ebene 
der Focalellipse, als Oertern des Punktes Q, und den KrQmmungslinieu des 
Hyperboloids, als Oertern des conjugirten Punktes P, ist derselbe wie beim 
Ellipsoid (§. 2) ; den confocalen Ellipsen entsprechen die in ihren Projectionen 
auf die xy- Ebene elliptischen Krümmungslinien, den confocalen Hyperbeln 
die hyperbolischen Krümmungslinien. 

Journal für Mathematik Bd. LXXIII. Heft 3. 28 
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Der Punkt Q kann niemals einen Brennpunkt der Focalellipse erreichen : 
dem entsprechend besitzt das einfache Hyperboloid keine Nabelpunkte. 

Eine besondere Beachtung verdienen hier die Generatrices des Hyper- 
boloids:, dieselben projiciren sich bekanntlich auf die Ebene der Hauptellipse 
als Tangenten derselben; darum entsprechen ihnen als conjugirt die Tangenten 
der Focalellipse, und umgekehrt, wenn der Punkt Q eine Tangente der Focal- 
ellipse beschreibt, so durchlauft der conjugirte Punkt P auf dem Hyperboloid 
eine Generatrix oder vielmehr die beiden Generatrices, welche mit der con- 
jugirten Tangente der Kehlellipse in derselben Ebene liegen. Durch jeden 
Punkt ausserhalb der Focalellipse kann man zwei Tangenten an dieselbe legen, 

* 

ebenso gehen durch jeden Punkt des Hyperboloids zwei Generatrices. 

Diese gegenseitige Beziehung der Generatrices eines Hyperboloids und 
der Tangenten eines Kegelschnitts lässt sich bei wechselseitiger Uebertragung 
der Eigenschaften dieser Linien benutzen: z. B. folgt aus der bekannten Eigen- 
schaft der Generatrices eines Hyperboloids, dass jede vier derselben, welche 
demselben System angehören, auf allen sie durchschneidenden Generatrices des 
zweiten Systems Strecken bestimmen, deren anharmonisches Verhältniss einen 
und denselben Werth behält (Möbius, barycentr. Calc. pag. 357 ff.) , weil bei 
der Projection dieses Systems von vier durch eine fünfte durchschnittenen 
Geraden auf eine Ebene die Streckenverhältnisse keine Aenderung erleiden: 
Irgend vier feste Tangenten eines Kegelschnitts schneiden alle übrigen Tan- 
genten desselben in demselben anharmonischen Verhältniss {Steiner, System. 
Entw. pag. 156). — 

Eine zweite Grenze für die confocalen einfachen Hyperboloide ergiebt 
sich, wenn man (* = — » 2 annimmt: lässt man nämlich y und n 2 +P gleichzeitig 
verschwinden, so wird für die Punkte dieses Grenzhyperboloids 

x = 'tfm 2 —ri l .a 9 = 0, * = } / p 2 +* 2 »fr 
wo 

a*-y»<l, 
d. h. dasselbe reducirt sich auf die innere Fläche der Focalhyperbel 



X* a* 



T = l, » = 0: 



setzt man a 2 — y* = i, d.h. ß = 0, so entsprechen den Punkten dieser Focal- 
hyperbel, als Punkten Q> als conjugirt die Punkte P, welche liegen auf 



x* * 9 



mr p* ' * ' 
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• 

d. h. auf der Haupthyperbel, welche die grossereelle Achse des Hyperboloids 
enthält. Das Ivorysche Theorem ergiebt demnach folgenden Satz: 

. Wenn zwei confocale Hyperbeln gegeben sind, und man nimmt auf den- 
selben zwei Systeme von je drei conjugirten Punkten A, B, C auf der äusseren 
und An 2? M C i auf der inneren als Eckpunkte der Basen zweier Pyramiden, 
deren resp. Spitzen Q und P dadurch bestimmt werden, dass 

A k P = AQ, B k P = BQ, ClP^CQ: 
wenn dann die Spitze Q die Ebene innerhalb der inneren Hyperbel durchläuft, 
so beschreibt der Punkt P ein einflächiges Hyperboloid, dessen Focalhyperbel 
die innere und dessen Haupthyperbel die äussere der beiden gegebenen Hy- 
perbeln ist. 

§. 5. Durch Vereinigung beider Grenzfälle ergeben sich die beiden 
Grenzhyperboloide : 

(IT,): -5^-r+-r^-T = l, * = 0, 

V lJ M +P n +P 

v ' m—n n +p ' * ' 

wo als conjugirte Punkte zusammengehören: 



P l : x = ^m 2 +p 2 .a, y = } f n 2 +p* .ß, z = 0, 

P 2 : x = jW— n 2 . a, y = 0, z = }^p 2 +» 2 .y, 
und überdies 

a 2 +/?-y 2 = 1: 

aus diesen Beziehungsgleichungen ergiebt sich sofort: den Scheitelpunkten A t 

und A[ der Focalellipse (H k ) sind conjugirt die Scheitelpunkte A 2 und A' 2 der 

Focalhyperbel (££); jedem Punkte p L des Umfanges der Focalellipse, welche 

hier zugleich Kehlellipse von (H L ) ist, entspricht als conjugirt ein Punkt p 2 

auf der <r-Achse zwischen den Scheitelpunkten A 2 und Ä 2 der Focalhyperbel, 

d. h. ein bestimmter Punkt auf der Kehlellipse des Grenzhyperboloids (//*), 

welche hier in eine gerade Linie degenerirt, und jedem Punkte q 2 auf der 

Haupthyperbel von (H 2 ) entspricht ein bestimmter Punkt q t auf der x-Achse, 

jenseits der Scheitelpunkte A L und A[, d. h. auf der verlängerten grossen 

Achse der Focalellipse. 

Vermittelst des horyschen Theorems ergeben sich demnach folgende 

Relationen: ' 

A\p 2 = A 2 pi 9 A x p 2 = A 2 p L , 
und 

AiQ 2 = A 2 q k , Aiq 2 = A 2 q { , 

28» 
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woraus ferner: 



A 2 p l +A2p l = A 1 p 2 +Ä 1 p 2 = 2j/ro 2 +/> 2 , 
und 



A 2 q l —Ä 2 q l = A l q 2 — Ä L q 2 = 2|W— w 2 , 
d. b. 

Die Scheitelpunkte jedes der beiden Focalkegelschnitte sind die Brenn- 
punkte des anderen; und wenn man ferner noch beliebige zwei Paar anderer 
conjugirter Punkte beider Kegelschnitte (H x ) und (H 2 ) in Betracht zieht, p[ und 
p' 2 , q[ und q 2 , so ergiebt sich: 

/>102=/>20l9 fl02 = />20M 

und 

q x p 2 = q 2 p t , q[p 2 = ^p x , 

woraus 

Pi q* — p'i q* = />2 0i — pi tfi = P2P2 9 
und 

02/>l ± 02/>l = 0l/>2 ± q[ Pl = 01 ?! 1 

wo das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, jenachdem die Punkte 
q 2 und q 2 auf demselben oder auf verschiedenen Aesten der Focalhyperbel 
liegen: nimmt man nun im ersten Falle die beiden Punkte der Focalellipse 
p t und p[ und im zweiten Falle die Punkte der Focalhyperbel q 2 und q 2 als 
unveränderlich an, dagegen bezüglich die Punkte q 2 und p v als veränderlich, 
so sind auch resp. die Strecken p 2 p 2 und q v q[ als constant zu betrachten, und 
man erhält den Satz (Bd. XII. d. J. pag. 138): 

Wenn von zwei Kegelschnitten (einer Ellipse und einer Hyperbel) jeder 
die Brennpunkte des anderen zu Scheiteln hat, und ihre Ebenen zu einander 
senkrecht stehen, so sind jede zwei Punkte des einen räumliche Brennpunkte 
des anderen; d. Ä. nimmt man in der Hyperbel irgend zwei Punkte an, so ist 
die Summe oder Differenz ihrer Entfernungen von jedem Punkte der Ellipse 
constant, jenachdem sie in verschiedenen oder in demselben Zweige der Hy- 
perbel liegen, und umgekehrt sind je zwei Punkte der Ellipse so beschaffen, 
dass die Differenz ihrer Abstände von jedem Punkte der Hyperbel constant ist. — 

Die Krümmungslinien der confocalen Hyperboloide werden hier ersetzt 
durch Systeme confocaler Kegelschnitte, welche bei jedem der beiden Grenz- 
hyperboloide die Scheitelpunkte des anderen Grenzhyperboloids zu gemein- 
schaftlichen Brennpunkten haben. — 
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Das zweifache Hyperboloid. 

§. 6. Die Gleichung desselben sei 

£!_!!_•! - 1 

m 8 n 2 p* ~ ' 

wo «<p, so sind die confocalen zweiflächigen Hyperboloide enthalten in 

der Gleichung 

*•* ..* «• 

& y *_ __ a 

m*+Q n 9 — q p*-Q ' 

für die Werthe von (> zwischen n 2 und — i» 2 ; zwei conjugirte Punkte P und 
() beider Hyperboloide haben zu Coordinaten: 

x = ma> y = nß> z=py 

und 



wo 

Eine erele Grenze dieser confocalen Hyperboloide entspricht dem Werthe 
(> = »*: lässt man gleichzeitig n 2 — (> und y verschwinden, so wird für die 
Punkte des Grenzhyperboloids 



d. h. weil 

so reducirt sich dieses Grenzhyperboloid auf den ausserhalb der Focalhyperbel 



ro 9 +n* p*-—^ 

liegenden Theil der Ebene dieser Hyperbel. Setzt man a 7 — y 2 =l, d. h. /9=0, 
so entsprechen den Punkten P auf dem gegebenen Hyperboloid, welche de- 
finirt werden durch die Gleichungen 

X* z* 

also auf der Haupthyperbel dieses Hyperboloids liegen, die Punkte Q auf der 
Focalhyperbel, und es sind diese Punkte P und Q zugleich conjugirt in Be- 
ziehung auf diese beiden confocalen Hyperbeln. Der horysche Satz ergiebt 
demnach folgende Erzeugungsweise des zweiflächigen Hyperboloids: 

Nimmt man drei beliebige Punkte A, B 9 C auf einer Hyperbel und die 
conjugirten Punkte A it> Z? n C t auf einer confocalen äusseren Hyperbel resp. 



222 Hermes, die Jacobische Erzeugungsweise der Flächen zweiten Grades. 

als Eckpunkte der Basen zweier Pyramiden mit den Spitzen Q und P> so 
dass die Seitenkanten 

PAl = QA, PB t = QB, PC k = QC, 

und der Punkt Q durchläuft die Ebene ausserhalb der zweiten Hyperbel, so 
beschreibt der Punkt P ein zweiflächiges Hyperboloid, welches die äussere 
der beiden gegebenen Hyperbeln zur Focalhyperbel , die innere zur Haupt- 
hyperbel hat. 

Den Brennpunkten der Focalhyperbel entsprechen auch hier als con- 
jugirt die Nabelpunkte des Hyperboloids, und ebenso Kegelschnitten, welche 
auf dem Grenzhyperboloid confocal der Focalhyperbel gezogen sind, Krümmungs- 
linien des Hyperboloids, woraus sich ganz dieselben Folgerungen für die Con- 
structionen der Krümmungslinien auf dem Hyperboloid mit Hilfe der Nabel- 
punkte ergeben, wie früher (§.2) beim Ellipsoid. 

Eine zweite Grenze entspricht dem Werthe p=— m 2 : lässt man näm- 
lich x und Q 2 +m gleichzeitig verschwinden, so wird für die Punkte dieses 
Hyperboloids 

* = Q, y = jn 2 +m\ß, Ä = i^+S?.y, " 
wo 

also keiner Beschränkung unterworfen ist. Dieses Grenzhyperboloid (// 2 ) 
kommt also mit der yz -Ebene in ihrer ganzen Ausdehnung überein. 

Dem Mittelpunkte des gegebenen Hyperboloids (/J), als einem Punkte 
des Grenzhyperboloids (H 2 ), sind conjugirt die beiden Scheitelpunkte von (//), 
ebenso der jf- Achse und *- Achse, als geraden Linien auf (H 2 ), resp. die 
Haupthyperbeln von (//) auf der xy- und xz- Ebene, und den Punkten, in 
welchen die y -Achse von der Focalellipse des Hyperboloids durchschnitten 
wird, nämlich 

a? = 0, y = ±^p 2 —n 2 , 3 = 0, 
d. h. für 

r-o. ß~±1£& ° = ±iW = ±^ 

entsprechen als conjugirt die Punkte 

~ " m*+n*' 9 — r rn'+ir' ' 

d.h. die Nabelpunkte des Hyperboloids; endlich, dem Früheren analog, den 



Hermes, die Jacobische Erzeugungsweise der Flächen zweiten Grades. 223 

beiden Systemen von confocalen Kegelschnitten in der ajf-Ebene, welche zu 
gemeinsamen Brennpunkten die Durchschniltspunkte der y-Achse mit der Focal- 
ellipse haben, die beiden Systeme von Krümmungslinien des Hyperboloids. 

Zu einer Erzeugung des zweiflächigen Hyperboloids nach der in den 
früheren Fällen befolgten Methode, nämlich mit Hülfe des hory sehen Satzes 
und unter Zugrundelegung von drei Paaren conjugirter Punkte auf einer Haupt- 
hyperbel und der entsprechenden imaginären Hauptachse, lassen sich die eben 
dargestellten Beziehungen des Grenzhyperboloids (Ä>) zu dem gegebenen Hyper- 
boloid (//) nicht benutzen, weil jede drei solche Punkte von (H 2 ) auf einer 
geraden Linie liegen, also nicht als Eckpunkte der Basis einer Pyramide, deren 
Seitenkanten bestimmte Längen haben, zu Constructionen im Räume angewandt 
werden können. Dagegen lässt sich aus diesen Beziehungen umgekehrt eine 
Erzeugung der Ebene ableiten: nimmt man nämlich drei beliebige Punkte A, 
2?, C auf einer Haupthyperbel, z. B. derjenigen der xy- Ebene, an und die 
conjugirten Punkte A^ 2? M C t auf der y -Achse, und zwar die ersteren als 
Eckpunkte der Basis einer Pyramide, deren Spitze Q die yz- Ebene durch- 
laufen soll, und construirt zu jedem Punkte Q den conjugirten Punkt P über 
der geraden Linie A^B^i so, dass A k P=AQ, B L P=BQ, C L P=CQ, so liegt 
jeder Punkt P auf einem Kreise, dessen Ebene senkrecht auf der Linie A l B l C l 
steht. Alle diese Kreise erfüllen den ganzen Raum ausserhalb des einflächigen 
Hyperboloids, welches sich durch Umdrehung der Hyperbel, auf welcher die 
Punkte A y B, C angenommen sind, um die Linie A l B l C l als Achse ergiebt: 
umgekehrt entspricht jedem Punkte P des Raumes ausserhalb dieses Umdrehungs- 
hyperboloids ein bestimmter Punkt Q der yz -Ebene. 

Bezeichnet man die Distanzen der Punkte A n 2? M C t in einer be- 
stimmten Reihenfolge 

B^Ci = <*! , C L Ai = bi , A t B k =. c n 
so dass 

«i+M-Ci = 0, 
und die Entfernungen des Punktes P von A t , J?i, C g resp. durch p ay p b9 p €y 
so hat man für eine beliebige Lage des Punktes P im Räume die identische 
Relation 

<*ipl+ b L p\+ c,/>*+ GibiCi = 0. 

Hieraus ergiebt sich, dass, wenn man die Eckpunkte eines Dreiecks 
ABC mit einem Punkte Q im Räume verbindet, für welchen 

QA=p ay QB = p by QC = Pe 
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ist, und man die Lage des Punktes Q verändert, so dass 

aipl+bipl+Cipl+atbiCi = 0, 
wo a i9 b t , c k beliebige Constanten sind mit der Beziehung 

alsdann der Punkt Q eine Ebene senkrecht zu der des Dreiecks ABC be- 
schreibt. Oder: 

Wenn die Seitenkanten einer Pyramide mit der Basis ABC und der 
Spitze Q übereinstimmen mit den Verbindungslinien eines Punktes P mit drei 
in einer geraden Linie liegenden Punkten A n 2? 19 C n so dass 

. PA^QA, PB t = QB y PC L = QC, 

und ausserdem vorausgesetzt ist, dass die gegenseitigen Entfernungen der Punkte 
A n 2? 19 C v grösser sind als die der entsprechenden Punkte A, B, C: wenn 
dann der Punkt P seine Lage beliebig verändert, so beschreibt die Spitze Q 
eine bestimmte Ebene senkrecht zu der des Dreiecks ABC. 

§. 7. Die Zusammenstellung beider Grenzfälle liefert die beiden Grenz- 
hyperboloide : 

N y m -\-n p — n — ' * 

und 

(£T 2 ) : -£—+ TT — i = « 2 — 1 , « = 0, 
v J n +m p -\-m ' 7 

von denen das letztere mit der ys-Ebene in ihrer ganzen Ausdehnung über- 
einkommt: als conjugirt ergeben sich die Punkte 

P k : x = ^m 2 +n 2 .a, y = 0, * = ] ! p 2 — w * • 7 

und 

P 2 : x = 0, y = } / n 2 +m 2 .ß y z = ] f p 2 +fn 2 .y, 
wo 

a*-ß*- r 2 = 1. 

Der Grenzhyperbel von (H), d. h. wenn ß den Werth Null hat, ent- 
spricht auf (JT 2 ) eine bestimmte gerade Linie, die z- Achse, ferner der #-Achse, 
soweit dieselbe auf (H t ) liegt, auf (H 2 ) die jf-Achse, und den Brennpunkten 
F k und Fi als Punkten von (Ä x ), zwei bestimmte Punkte F 2 und Fi auf der 
j/-Achse als Punkte von (/J 2 ), nämlich welche vom Anfangspunkte der Co- 

ordinaten die Entfernung ±y^ 2 — ri* haben. 

Den beiden Systemen confocaler Kegelschnitte mit den Brennpunkten 
F t und Fi, soweit dieselben das Grenzhyperboloid (//j) überdecken, sind con- 
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jugirt die beiden Systeme confocaler Kegelschnitte mit den Brennpunkten F 2 
und F 2 auf der ys-Ebene, so dass man jedes System confocaler Kegelschnitte 
als ein System von Krümmungslinien einer Flache zweiten Grades ansehen kann. 

Mit Anwendung des hory sehen Theorems erhält man demnach fol- 
genden Satz: 

Wenn drei auf einander senkrechte gerade Linien, etwa als Coordinaten- 
achsen mit dem Anfangspunkte 0, gegeben sind, und auf zweien von ihnen, 
etwa der x- und y- Achse, feste Punkte F x und Fi, F 2 und Fi, so dass 

Ffi = F[0 und F 2 = F 2 0, 
als Brennpunkte gleichartiger Kegelschnitte, d.h. zweier Ellipsen oder Hyperbeln 
in der xz- und j/s-Ebene, und bei denen die Scheitelpunkte eines jeden Kegel- 
schnitts von den Brennpunkten des anderen gleichweit entfernt sind: wenn 
man alsdann auf diesen Kegelschnitten alle Punkte p t und p 2 , q v und q 2 , ... 
als conjugirte bestimmt, für welche 

p l F 2 =p 2 F l , qiF 2 = q 2 F n . . ., 
d. h. deren jedesmalige Abstände von den Brennpunkten des anderen Kegel- 
schnitts gleich gross sind, so ergiebt sich 

Die eonjugirlen Punkte p L und /? 2 , qi und q 2 . . . beider Ebenen lassen 
sich auch hier unabhängig von den Kegelschnitten, auf denen ihnen eben eine 
Lage angewiesen wurde, construiren als die Spitzen zweier dreiseitigen 
Pyramiden, deren Basisdreiecke A 2 B 2 C 2 und AiB x Ci zu Eckpunkten haben 
conjugirte Punkte der beiden Ebenen, und deren Seitenkanten bestimmt sind 
durch die Beziehungen 

p x A 2 = p 2 A t , PiB 2 =p 2 B n PiC 2 =p 2 C L : 
wenn im Besonderen die Spitze p 2 die s-Achse durchläuft, so beschreibt die 
Spitze p x die Hyperbel 

*' =1, f «0. 



m*4- n* p*— ri 1 

Die Paraboloide. 

§. 8. Die Gleichung eines elliptischen Paraboloids sei 

(I V 

und die eines confocalen Paraboloids 
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-*i *r*t l ^>f au mar Zwei Pmriäe F nnd (>, deren Coordinateo sind 



* > 



fassen «nander cnnnieTrt. Me Giefefeusn in cie i a ndere n conjngirten Punkte 
P ini Q mo«i« ms Cents ▼« P tod (> erhalten werden, indem man an 
die Steil* ▼« t. i. 7 seiai *_. ^. ~ ; . 50 crziebi sieb die Richtigkeit des 
#r#ry«eätv. Satzes. L k das 

ist. dsnrä dasseili* tmfzck* Ytr&ftra w5e in £ 1. Wenn man stall v nnd 
7 Seat — jr u«i r?—l. md &u rfeicfczeiäg — r. — 1#, 77— 1, /?)'—! stalt 
». <*. 7. -"- so erüt nan censeijes Sofz ffer coafocale hyperbolische Para- 
kKofäe im eilfpcscne Fin64t*!fide mit »*£e£en£e3et2ter Richtung der Achse. 
EZBpäscie P*na9i*Me rä derselben Richtung der Achse gehören zu 
aüea pmsaciTe* Werätfft vm f *n* zm den negaÜTen bis zum Wert he ~v\ 
kksst »an j ie ix diese« Grettiwer&em abnehmen, so werden die Punkte () 
des omfocaten Farafauictis 

r — *—-£-„ j = |ä— r i„ * = ©. wo jf<a y 
d> 5u es rvdtotirt steh 4** Para b u fa id anf seinen Grenzfall 

— - <^X— -r~* 5=0 % 

a*nuKk «t das SvSvi der xr-EVnne innerhalb der Focnlparabel. Dem Brenn- 
p**lt* *«*r F*crf$wrt&** sind «njngirt die Xabelpunkte des Paraboloids 
* ^ * tat G*u*tt ecseoen skfc hier die analogen Resultate, sowohl in Be- 
treff *er *e**ttö*ter*n Reziefcnwen des Paraboloids zu seiner Grenzfläche als 
te Ke<rv€ *ec C^t^ruvOMeak wie in § 1 beim Ellipsoid ; nur giebt die selbst- 
5*toNtbtv HetWÄ*n^ «r Itatiagmn*« welche erforderlich ist, damit zwei Drei- 
ecke IJV «4 .MM\* «****• Eckpunkte conjugirte Punkte sein sollen, sich 
*v»fvv*Vtt IV*Wä eättcbretben lassen, zn einigen Bemerkungen Veranlassung. 
IW^c K*iu*£**$ V ***S^ Seite 201 > ergiebt sich einfach aus folgenden zwei 

f iV«V^*^ Ä*** <vn/W*/«r Parmbeim begrenzen auf der gemein- 
«ri^tftoW» tv*** ******* Strttkm % trete** nabkängig von der Lage der 
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conjugirten Punkte, durch welche die Sehnen gelegt sind, gleich sind der 
Scheiteldistanz beider Parabeln. 

Zum Beweise dieses Satzes nehme man irgend zwei Punkte der Parabel 

welche etwa bestimmt seien durch die Gleichungen 

wo 

ß 1 = a und /?] = «,, 
so ist der Durchschnittspunkt der Verbindungssehne beider Punkte mit der Achse 

auf dieselbe Weise ergiebt sich für die Verbindungssehne der conjugirten 
Punkte einer zweiten confocalen Parabel mit dem Parameter p 4 : 

so dass die Distanz beider Schnittpunkte wird 

also unabhängig von den Constanten a, a M ß, ß L , welche die Lage der auf 
den Parabeln angenommenen Punkte bestimmen, und zwar gleich der Scheitel- 
distanz der beiden confocalen Parabeln. Derselbe Werth gl T~^ ergiebt sich 

für den Unterschied der &-Coordinalen jeder zwei conjugirten Punkte beider 
Parabeln, d. h. 

//. Die Entfernung der von conjugirten Punkten confocaler Parabeln 
auf die Achse gefällten Lothe ist unabhängig von der Lage dieser Punkte, 
nämlich gleich der Scheiteldistanz der Parabeln. 

Man kann demnach jede zwei Dreiecke ABC und AiB g C k ^ deren Eck- 
punkte conjugirte Punkte confocaler Parabeln sind, der Achse parallel so ver- 
schieben, dass die Durchschnittspunkte der correspondirenden Seiten auf der 
Achse liegen, diese also die Collineationsachse beider Dreiecke wird, und dass 
zugleich die Verbindungslinien der entsprechenden Eckpunkte die Achse senkrecht 
durchschneiden. Verschiebt man jetzt das eine Dreieck mit den Eckpunkten 
auf diesen parallelen Verbindungslinien, so rückt auch die Collineationsachse 
sich selbst parallel fort, und bewirkt man durch diese Verschiebung endlich 
das Zusammenfallen zweier entsprechenden Eckpunkte, z. B. von A und A L 

29* 
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in a, so geht die Collinealionsachse senkrecht zu den Projectionsstrahlen d 
anderen Eckpunkte ebenfalls durch den Punkt er. Nennt man nunmehr t 
Winkel dieser Achse mit den Seiten BC und B t C t resp. tp und «p,, fern 
die Durchschniltspunkle der Senkrechten BBi und CC t mit der Achse ß ui 
y, die Seiten BC, CA, AB, B,C t , C t A t , A,B l resp. a, b, e, o,, b t , Ci m 
den Durchschnitlspunkt der Seiten a und o, P, wo also P zugleich auf d 
Collineationsachse liegt, so erhält man die Gleichungen 

»-«' = ^ 5 (^>-w^r) = rV (*>-*■*.). 

tf- b\ = of-cy = Pf (tg> - tg>i), 

i 



kurz durch ™ bezeichnet: 



folglich, wenn man den Factor f'tg'y— tg*t 

ßy = f.jc?^ä\, Py = f.fo 3 -b], Pß = f- ^c^öf, 
und weil o, /?, y in einer geraden Linie liegen, d. h. 

ßr+yP+Pß = o 

ist, so ergiebt sich als die gesuchte Beziehungsgleichung zwischen den Seit, 
der beiden Dreiecke ABC und A i B,C li deren Eckpunkte conjugtrte Punk 
confocaler Parabeln sein sollen: 

ya 2 —a} + ifb' t —b)-i-} , c 2 —c\ = 0, 
wo die Wurzeln mit passenden Vorzeichen zu versehen sind. 

Ferner ergiebt sich für das Verhältniss der Abschnitte, in welche d 
Seiten a und a, durch den Punkt P getbeilt werden, d. h. für das Verhältni 
der Abschnitte dieser Seiten durch eine gerade Linie, welche der Achse d 
Parabel parallel durch den gemeinschaftlichen Gegeneckpunkt a gezogen wir 

PB:PC= PB t :PC l = Pß:Py = i 7^?, : fö^b] , 
wo wiederum die Wurzeln mit passenden Vorzeichen zu versehen sind, so da 
der Punkt P innerhalb der Seiten a nnd a, oder ausserhalb derselben, ui 
zwar alsdann jenseits des Punktes B oder des Punktes C liegt, jenachde 
die Beziehungsgleichung zwischen den Seiten der beiden Dreiecke eine d< 
drei Formen hat: 

l'c'— c, + |/a'— a\ = j/6 1 — Äj, 
>V— al+jfb 1 — b] = y'c 1 — cj. 
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Wenn man also in einem der gegebenen Dreiecke, z.B. im Dreieck 
ABC, irgend eine Seite im Verhältniss der Quadratwurzeln aus den Differenzen 
der Quadrate der entsprechenden anderen beiden Seitenpaare theilt, unter Be- 
achtung der eben erwähnten Regel der Vorzeichen, und den Theilpunkt mit 
dem gegenüberliegenden Eckpunkt verbindet, so giebt diese Verbindungslinie 
die Richtung der Achse der umschriebenen Parabel an, so dass die Con- 
struclion dieser Parabel nunmehr zurückkommt auf die Construction einer 
Parabel, von welcher drei Punkte und die Achsenrichtung gegeben sind, oder 
weil man die Parabel anseheri kann als einen Kegelschnitt, von welchem ein 
Punkt und die zugehörige Tangente im Unendlichen liegen, auf die Con- 
struction eines Kegelschnitts, von welchem vier Punkte und die Tangente in 
einem dieser Punkte gegeben sind. (Vergl. Brianchon, mem. sur les lignes 
du sec. ordre, Art. 48). Zieht man von A und B die Parallelen AX und BY 
mit der Achse, von denen die erstere die Seite BC 
im Punkte 1 durchschneiden mag, so durchschneidet 
die Verbindungslinie eines beliebigen vierten Punktes 
P der Parabel mit A die Parallele BY in einem Punkte 
3, so dass die Verbindungslinie (1,3) parallel ist 
der Verbindungslinie CP: denn man kann AX, XY 
(die Tangente in den im Unendlichen zusammen- 
fallenden Punkten X und Y der Parabel), YB, BC, 
CP, PA ansehen als die Seiten eines der Parabel 
eingeschriebenen Sechsecks, für welches nach dem 
Pascalschen Satze die Durchschnittspunkte der 

Gegenseitenpaare, nämlich Punkt 1, oder (AX,BC), 2 oder (XY,CP) in un- 
endlicher Entfernung auf CP, endlich Punkt 3 oder (YB,PA) auf einer geraden 
Linie liegen, d.h. die Linien (1,3) und CP sind parallel. 

Hyperbolische Paraboloide werden dargestellt durch die Gleichung 




für 

v > 9 > - P- 

Eine erste Grenze dieser Paraboloide entspricht dem Werthe q = v: 

lässt man v—q und z gleichzeitig verschwinden, so wird für die Punkte dieses 
Grenzparaboloids 



v 



« = ß- T , y = fa+vß, * = 0, wo /3 2 >«, 



230 Hermes, die Jacobische Erzeugungsweise der Flächen zweiten Grades. 

d.h. dieses Grenzparaboloid bedeckt alle ausserhalb der Focalparabel 

-iL = *+2L, * = o 

fi + v 4 ' 

liegenden Punkte der xy -Ebene. Dasselbe umschliesst wie ein scheibenförmiger 
Gürtel die confocalen hyperbolischen Paraboloide, welche kleineren positiven 
oder den negativen Werthen des Parameters p bis — fi entsprechen. 

Der Zusammenhang der Tangenten der Focalparabel, welche hier voll- 
ständig auf dem Grenzparaboloid liegen, und der Generatrices des Paraboloids 
ist derselbe wie früher beim einflächigen Hyperboloid (§. 4). 

Eine zweite Grenze der confocalen hyperbolischen Paraboloide ent- 
spricht dem Werthe (> = — /li : lässt man /u+q und y gleichzeitig verschwinde^ 
so werden die Punkte dieser Grenzfläche 

« = ß+7, y = 0, z = ^r+[*>.y, wo f>a, 



4 
d. h. dieses Grenzparaboloid bedeckt vollständig den ausserhalb der Focalparabel 

z* (l 



= -*+£, = 



V+fl 

liegenden Theil der a?*-Ebene. 

Durch Zusammenstellung endlich beider Grenzwerthe ergiebt sich, dass 
auch jede zwei Punkte einer Focalparabel angesehen werden können als räum- 
liche Brennpunkte für die Punkte der zweiten Focalparabel, d. h. für welche 
die Differenz der Verbindungsgeraden einen constanten Werth hat. (Vergl. §. 5). 

Die confocalen elliptischen Paraboloide, welche enthalten sind in der 
Gleichung 

-y + * = _._ i. 



P+9 v+Q 4 

für die Werthe — v<ß<oo, unterscheiden sich von den anfänglich be- 
trachteten nur durch die Richtung der x- Achse und geben zu besonderen 
Bemerkungen keinen Anlass. 

Der KegeL 

§. 9. Die Gleichung eines Kegels sei 

/•** ■»» «r* 

m* + n' p' "' 

wo mZ>n, und die eines confocalen Kegels 

,«.• ..* «• 

x +_g ;_ = o 
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wo /> 2 >p>— w 2 . Conjugirle Punkte dieser Kegel werden dargestellt durch 
die Gleichungen 

x = ma, y = nß, *=py, 

x — y'nf+q .<*, y = }V+p . ß, J5 = j/p 2 — (f . y, wo a 2 +/^— y 2 = 0. 

Auch hier gilt der foorysche Satz, wie leicht nachzuweisen ist. Conjugirle 
Punkte sind die Scheitelpunkte jeder zwei confocalen Kegel: daraus folgt, 
dass jede zwei conjugirle Punkte confocaler Kegel gleiche Entfernung haben 
von dem geroeinsamen Scheitelpunkte, dass also die zusammengehörigen con- 
jugirten Punkte des ganzen Systems von Kegeln auf einer Kugelfläche liegen, 
so dass concentrische Kugeln die beiden Systeme confocaler Kegel ergänzen. 
Zugleich ergiebt sich hieraus, dass das eine System von Krümmungslinien 
eines Kegels ein System sphärischer Kegelschnitte ist. 

Ein erster Grenzfall für die confocalen Kegel entspricht dem Werthe 
$ = p 2 : alsdann werden die conjugirten Punkte des confocalen Kegels 



x = Jm 2 +p 2 . a, y = fö+p 2 .ß, s = 0, wo a 2 +(? > 0, 

d.h. beliebige Punkte der xy -Ebene: der Grenzkegel also bedeckt die ganze 
xy- Ebene. Wenn sich ein Punkt des Grenzkegels auf einem Kreise der 
xy- Ebene, der um den Anfangspunkt der Coordinaten als Mittelpunkt be- 
schrieben ist, bewegt, so beschreibt der conjugirte Punkt auf dem gegebenen 
Kegel, weil er immer dieselbe Entfernung vom Scheitelpunkte hat als jener, 
einen sphärischen Kegelschnitt, und zwar welcher mit dem ersten Kreise auf 
derselben Kugel liegt. 

Der zweite Grenzfall gehört zum Werthe (> = — n 2 : die conjugirten 
Punkte sind alsdann dargestellt durch die Gleichungen 

x = ym 2 — n 2 . a> y = 0, a = ^p 2 +n 2 . y, wo a 2 > y 2 : 
dieselben liegen also auf der xz- Ebene zwischen den beiden Geraden 

& * __ /\ __ ft 

ft» — f» p +n ' 9 ' 

und zwar in denjenigen Feldern dieser Ebene, welche ganz innerhalb des 
gegebenen Kegels liegen. Diese beiden geraden Linien sind die gemein- 
schaftlichen Focallinien der confocalen Kegel. Wird 

a 2 = y 2 d.h. /?=0, 

liegt also ein Punkt des Grenzkegels auf einer der Focallinien selbst, so wird 
der conjugirte Punkt des gegebenen Kegels 
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m p " 

also ein Punkt des Durchschnitts der xy- Ebene mit dem Kegel. 

Man kann jetzt in derselben Weise wie früher den Ivoryschen Satz an- 
wenden zur Gonstruction eines Kegels vermittelst zweier dreiseitigen Pyramiden, 
deren Seitenkanten übereinstimmen, und für welche die Eckpunkte der Grund- 
flächen conjugirte Punkte sind confocaler gerader Linien, d. h. welche die- 
selben Halbirungslinien haben, indem man die Spitze Q der einen Pyramide 
die Ebene ihrer Basis durchlaufen lässt. Natürlich sind dabei die Eckpunkte 
der Basen auf verschiedenen Geraden zu wählen. Weil nun conjugirte Punkte 
confocaler Kegel gleichweit vom gemeinschaftlichen Scheitelpunkte abstehen, 
so stimmen die Basisdreiecke jedesmal in einer Seite überein. 

Wenn der Punkt Q in der Ebene zwischen den beiden Focallinien 
eine gerade Linie (G) durchläuft, so beschreibt der conjugirte Punkt P auf 
dem Kegel einen Kegelschnitt, dessen Ebene senkrecht steht auf der Ebene 
der beiden Focallinien : dieser Kegelschnitt ist Ellipse, Hyperbel oder Parabel, 
jenachdem die von Q beschriebene Gerade nur dem einen der beiden Scheitel- 
winkel, welche die Focallinien innerhalb des Kegels bilden, angehört, oder 
beide durchschneidet, oder einer dieser Linien parallel ist. In der That ent- 
sprechen den Durchschnittspunkten der Geraden (G) mit den Focallinien die 
Scheitelpunkte und jedem unendlich entfernten Punkte derselben ein unendlich 
entfernter Punkt des conjugirten Kegelschnittes, so dass der letztere Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel ist, jenachdem {G) zwischen den Focallinien im Innern 
des Kegels keinen, einen oder zwei Punkte im Unendlichen hat. 

Die Gylinder. 

§. 10. Die Gleichungen zweier confocalen elliptischen Cylinder seien 



x % -■• 



m7 +^ = l und ^+-^- = 1, 

wo m >» und p> — n 2 sein mögen, und zwei conjugirte Punkte derselben 
bestimmt durch die Gleichungen 

x = ma 9 y = nß, z> = £, 

a?==yW+ß.a, y = fa 7 +Q.ß, * = £, 
wo 

a'+ß 2 = 1. 
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Conjugirte Punkte liegen demnach in gleicher Entfernung von der xy-Ebene, 
und der Ivorysche Satz ergiebt sich unmittelbar als richtig aus seiner Gültig- 
keit für die confocalen Kegelschnitte, weil er alsdann für die Projectionen 
conjugirter Punkte auf die xy-Ebene stattfindet. Dasselbe gilt für die hyper- 
bolischen Cylinder, welche durch die oben betrachteten Gleichungen dargestellt 
werden, wenn man gleichzeitig n und ß in n^—1 und ß*tf—l verwandelt. 

Ein Grenzfall der confocalen elliptischen Cylinder tritt für den Werth 
q = — n 2 ein. Der zugehörige Grenzcy linder ist der Parallelstreifen der xz- 
Ebene zwischen den Parallelen 



x = + yW— » 2 , y = 0. 

Den Punkten A^ Z? M C L auf den Focallinien selbst entsprechen als conjugirt 
Punkte A, B, C auf dem Hauptschnitt des Cylinders mit der as-Ebene, d. h. 
auf den Scheitellinien des Cylinders. Um diese Punkte als Eckpunkte der 
Basisdreiecke zweier Pyramiden mit den Spitzen P und Q in der früheren 
Weise zur Construction des Cylinders benutzen zu können, nehme man an, 
dass zwei derselben, z. B. A t und B^ auf einer der Focallinien, C L auf 
der anderen liegen: alsdann fallen auch die conjugirten Punkte A und B auf 
die eine, C auf die andere Scheitellinie, und es ist leicht zu sehen, dass 
A L B L =^AB und die Verbindungslinie CC k senkrecht auf AB und A Y B^ d.h. 
B x Cl—A v Cl = BC 2 —AC 2 ist, dass also die beiden Basisdreiecke in einer Seite 
und der Differenz der Quadrate der beiden anderen Seiten übereinstimmen, 
und endlich, dass BC^B^ und AC>Aßi. 

Zu jeder den Focallinien parallelen Geraden als Ort des Punktes Q 
gehören als conjugirt auf dem Cylinder zwei Generatrices desselben, und zwar 
welche zugleich auf dem confocalen hyperbolischen Cylinder liegen, der durch 
die Parallele geht. Jeder zu AB senkrechten Geraden entspricht auf dem 
Cylinder die Ellipse, deren Ebene senkrecht zu AB durch diese Gerade ge- 
legt ist, so dass hier das System paralleler, die Generatrices des Cylinders 
senkrecht durchschneidender Ebenen als drittes System confocaler Flächen 
die beiden Systeme confocaler elliptischer und hyperbolischer Cylinder ver- 
vollständigt. 

Die confocalen hyperbolischen Cylinder, welche in der Gleichung 



für die verschiedenen Werthe von q, welche der Ungleichheit n 2 ^>Q^>—m 2 
genügen , enthalten sind , mit ihren Grenzfällen für die Werthe Q = n 2 und 
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Q=—m 2 , von denen der erste mit der a?*-Ebene, soweit sich dieselbe ausser- 
halb der beiden Focallinien erstreckt, der letztere mit der t/s-Ebene in ihrer 
ganzen Ausdehnung übereinkommt, nehmen für sich kein neues Interesse in 
Anspruch; nur ist in Beziehung auf die Erzeugung dieser Cylinder durch 
zwei Tetraeder mit conjugirten Grunddreiecken zu bemerken, dass zum Unter- 
schiede mit den vorhin behandelten elliptischen Cylindern hier BC^Bfii und 
AC<CAiC t ist, so dass sich im Ganzen folgendes Resultat ergiebt: 

Wenn zwei dreiseitige Pyramiden gegeben sind mit den Baten ABC 
und AßiCi und resp. den Spitzen Q und P, und in denen 

A,P = AQ, B k P = BQ 9 CJ> = CQ, 

AB = A&, BC 7 -AC 2 = Bfll-A&l, 

und die Spitze Q durchläuft die Ebene der Basis ABC, so beschreibt der 
Punkt P einen Cylinder, und zwar einen elliptischen Cylinder, wenn A ABC 
> AJifii , dagegen einen hyperbolischen, wenn A .ABC < A i B l C l ist 

Wenn der Eckpunkt C auf die Seite AB zu liegen kommt, d. h. das 
Dreieck ABC verschwindet oder AC+BC = AB wird, so degenerirt der von 
P beschriebene hyperbolische Cylinder in eine auf der Ebene des Dreiecks 
AJSßi senkrechte Ebene. (Vergl. §. 6 zu Ende.) 

Die TTmdrehungsflächen. 

§.11. Bei den Umdrehungsflächen der Ellipse, Hyperbel und Parabel um 
eine ihrer Achsen sind wesentlich zwei Falle zu unterscheiden, jenachdem die 
Umdrehung um diejenige Achse stattfindet, mit welcher bei Betrachtung des 
ganzen Systems confocaler Kegelschnitte die von Jacobi sogenannten Grenzkegel- 
schnitte zusammenfallen, oder um die zweite Achse. 

Der erste Fall, welchem das verlängerte Sphäroid, das zweiflächige 
Hyperboloid und das elliptische Paraboloid entsprechen, liefert insofern keine 
neuen Resultate, als hier der frühere Grenzkegelschnilt eine gerade Linie 
bleibt, sich also die bei der Discussion der Kegelschnitte mit Rücksicht auf 
die Jacobische Erzeugungsweise gefundenen Resultate unmittelbar auf die zu- 
gehörigen drei Umdrehungskörper übertragen lassen. Man erhält darum für 
diese drei Körper folgende Erzeugungsweise (Vergl. pag.186): 

Wenn man über zwei festen Basen gg und ff 9 mit denselben Schenkeln 
Qg = Pf, Qg 9 = Pf 1 Dreiecke beschreibt, und die Spitze Q des einen Dreiecks 
eine beliebig in derselben Ebene gegebene gerade Linie (G) durchläuft, so 
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beschreibt die Spitze P des anderen Dreiecks eine Umdrehungsfläche zweiten 
Grades, deren Achse der Richtung nach mit ff übereinkommt: die Umdrehungs- 
fläche ist ein verlängertes Sphäroid, ein zweiflächiges Hyperboloid oder ein . 
Paraboloid 9 jenachdem die Projection hti der ersten Basis gg' auf die Gerade 
(G) grösser, kleiner oder gleich der zweiten Basis ff ist. 

Ist die erste Basis gg gleich der zweiten ff und unter einem be- 
liebigen schiefen Winkel gegen (G) geneigt, so wird die Fläche ein Um- 
drehungskegel, ist gg parallel (G), so wird dieselbe ein gerader Kreiscy linder, 
endlich wenn gg senkrecht auf (G), eine zu ff senkrechte Ebene. 

Der zweite Fall, welchem die Umdrehungskörper der Ellipse um die 
kleine Achse, der Hyperbel um die imaginäre Achse und der Parabel um die 
unendlich entfernte Achse, d. h. das abgeplattete Sphäroid, das einflächige 
Hyperboloid und der parabolische Cylinder zugehören, schliesst sich insofern 
an die früheren Untersuchungen über das allgemeine Ellipsoid, das einflächige 
Hyperboloid und das hyperbolische Paraboloid an, als diese Flächen als con- 
focale Grenzflächen resp. einen Kreis, eine kreisförmig ausgeschnittene und 
eine geradlinig abgeschnittene unbegrenzte Ebene haben. Concentrische Kreise, 
als confocale Kegelschnitte betrachtet, charakterisiren sich dadurch, dass die 
Verbindungslinien conjugirter Punkte durch den Mittelpunkt gehen, conjugirte 
Sehnen also parallel sind. Hieraus folgt, dass die zur Construction der beiden 
ersten Umdrehungsflächen zu Grunde liegenden Basisdreiecke einander ähnlich 
sein müssen. Also: 

Wenn über zwei ähnlichen Dreiecken ABC und AiBfi x als Grundflächen 
Pyramiden construirt werden mit denselben Seitenkanten 

AyP = AQ, BJ> = BQ 9 CJ> = CQ, 
und die Spitze Q durchläuft die Ebene des Dreiecks ABC, so beschreibt die 
Spitze P eine Umdrehungsfläche zweiten Grades, und zwar ein abgeplattetes 
Sphäroid oder ein einflächiges Hyperboloid, jenachdem die erste Basis ABC 
grösser oder kleiner als die zweite Basis A l B l C l ist. 

Wenn die Seiten der zweiten Basis A l B l C l verschwindend klein werden, 
d. h. sich diese Basis auf einen Punkt reducirt, so wird das Sphäroid eine 
Kugel: in diesem Falle nämlich ist der einzige Punkt der Ebene des Dreiecks 
ABC, welcher als Ort der Spitze Q zur Erzeugung einer Fläche durch den 
Punkt P dient, der Mittelpunkt des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises. 

Der parabolische Cylinder endlich ist die erste von allen bisher be- 
trachteten Flächen zweiten Grades, zu deren Erzeugung die Ebene der ersten 
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Basis ABC als Ort des Punktes Q nicht ausreicht: derselbe erfordert zu seiner 
Construction eine neue Ebene, sowie bei den Kegelschnitten die Parabel eine 
• neue gerade Linie (G). Von den beiden Dreiecken ABC und A i B l C l mögen 
die Seiten AB und Aß x resp. auf der Scheitellinie und der Focallinie des 
Cylinders liegen: diese Seiten sind alsdann als Verbindungslinien conjugirter 
Punkte (§. 10) einander gleich. Der dritte Eckpunkt C L sei ein beliebiger 
Punkt auf der unbegrenzten Focalebene, soweit dieselbe durch den Grenz- 
cylinder bedeckt wird, so schneidet eine durch C t senkrecht zur Focallinie 
gelegte Ebene den Cylinder in einer Parabel (II) und die Focallinie in dem 
Brennpunkte F derselben: die zu C L gehörigen beiden conjugirten Punkte C 
des Cylinders sind die Schnittpunkte dieser Parabel (II) mit der durch C L ge- 
henden confocalen Parabel (/Zi), welche naturlich eine entgegengesetzte Achsen- 
richtung hat. Die senkrechte Projection des von C auf AB gefällten Lothes 
auf die Focalebene ist alsdann gleich dem Lothe von C t auf Aß n weil die 
Subnormale einer Parabel doppelt so gross ist als die Scheiteldistanz des 
Brennpunktes. Es ergiebt sich also folgendes Resultat: 

Wenn man über zwei Dreiecken ABC und Aß L C l9 in denen 

AB = Aß, , BC 2 -AC 2 = B&- A& 
ist, als Grundflächen Pyramiden errichtet mit übereinstimmenden Seitenkanten, 
so dass also 

AQ = Aß, BQ = Bß, CQ = Cß, 
und die Spitze Q durchläuft eine durch die Grundkante AB gelegte Ebene, 
für welche die senkrechte Projection des von C auf AB gefällten Lothes gleich 
ist dem Lothe von C i auf A i B i , so beschreibt die Spitze P einen parabolischen 
Cylinder, dessen Focallinie durch Aß, geht. 

Hieran mag sich zum Schluss noch eine sich übrigens von selbst ver- 
stehende Construction von zwei sich durchschneidenden Ebenen anreihen : man 
hat hierzu die Basisdreiecke ABC und Aßfi, als congruent anzunehmen und 
den Punkt Q eine beliebige gegen ABC geneigte Ebene durchlaufen zu lassen. 
Ist diese Ebene parallel der Ebene ABC, so wird durch die Spitze P der 
zweiten Pyramide ein System eon zwei parallelen Ebenen erzeugt. 
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§. 12. Es bandle sich nunmehr um die Lösung der allgemeinen Aufgabe: 

Wenn zwei Dreiecke A^ß^C^ undAiBgCi gegeben sind als Grundflächen 

zweier Pyramiden AJB^CqQ und AiB x C y P, deren Seitenkanten übereinstimmen, 

so dass also 

PA^QA», PB^QB», PC t = QC^ 

und wenn die Spitze Q der ersten Pyramide eine der Lage nach gegebene 
Ebene durchläuft, die Fläche zu discutiren, welche alsdann die Spitze P der 
zweiten Pyramide beschreibt. (Vergl. pag. 202.) 

Nach den bisherigen Entwickelungen kann man die Punkte -4,, 2? , C*, 
und A { , B t , d ansehen als conjugirte Punkte zweier confocalen Flächen 
zweiten Grades, deren erstere vom Punkte P beschrieben wird, während die 
letztere als eine Grenzfläche des Systems mit der Ebene (E) übereinkommt. 
Es ist darum diese Ebene eine Hauptebene der ersten Fläche und demgemäss 
von vornherein die Richtung der' einen Hauptachse dieser Fläche bestimmt. 

Um einen festen Ausgangspunkt zu haben, nehme man A {) , B {) , C ü9 
die Eckpunkte der ersten Basis, an als beliebige Punkte des Ellipsoids 

(i.) K+K+* = i 

v ' tn n p 
und Ai, B n C 19 die Eckpunkte der zweiten Basis, als die conjugirten Punkte 
des Grenzellipsoids : 

(2.) -*L ff +l i «L s <i, * = o, 

v ' m —p n — p ' ' 

und zwar bestimmt durch die Gleichungen: 

Ix = ma, ix = ma l , tx = ma 2 i 

y = nß, B :\y = nß n 0»: \y = nß 2 , 

und 

!x = Vi» 2 — p 2 . a, Ix — Vi» 2 — p 2 .« 19 f x = Vm 2 — p 2 . a 2 , 

y = itf=?.ß, B L : y = y^=7.A, C 4 : * = V2=iF.A, 
z = 0, U = 0, ( z = 0, 

wo 

(5.) a^+ßP+r 2 = «l+ßl+fi = al+ßl+rl = 1 • 

Ferner seien A, B, C die Projectionen der Eckpunkte A^ 2? , C {) der ersten 
Basis auf die Ebene (E) der zweiten Basis, d. h. gegeben durch die Gleichungen: 



'x = ma, (x=ma 1 , 

(6.) A:\y = nß, B:\y=nß n C: 



x = IfICt}, 

y = nß 2 , 



[z = 0, [z = 0, U = 0, 
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so kann man als gegeben ansehen die Längen der Seiten der Dreiecke AJS^ 
und AJBfii, nämlich a^ 6 (M c,, und a n 6 19 c, und die Lothe von den Eck- 
punkten der ersten Basis auf die Ebene {E) der zweiten Basis, nämlich 

(7.) AoA = £=py, Biß = £ l =py n C C = £ 2 = py 2 , 
woraus sich sofort die Quadrate der Seiten des Dreiecks ABC ergeben: 

(8.) )b* = ig- (&-£ ) 2 = * 2 («2-« ) 2 + n 2 (ßr-ß )% 
(c 2 = <*-(£ -&) a = «•*(« -«OM-« 1 (/3 -ft) 2 ; 
dagegen sind zu bestimmen die Werthe von m 2 , n 7 , p 2 und den Constanten 
a, ß 9 y, d. h. die Hauptachsen der von P erzeugten Fläche ihrer Länge und 
Lage nach. 

Ehe ich zur Bestimmung dieser Werthe übergehe, erinnere ich an eine 
Umformung der Determinante 

O, 1, 1, 1 

lj Cio, C ll9 Cn 

^r ^20} ^219 ^22 

in welcher c <4 =c w und die Elemente mit gleichen Indiens verschwinden, nämlich 



S = 



(9.) S = -(Si+fli), 



wo 



Äx = 



CüÜ9 


^Ul} 


Cu2 


«^0* 


C il9 


c 12 


^201 


C 2H 


C22 



und & = 



1 CüU9 
1 C 1Ü9 
1 ^20 9 



1 Ajm * — ^2 

1— c ll9 1— C l2 

* C 219 *~~ C 22 



(10.) 



Aas den Gleichungen 

bl = m*(«*-« y+n 9 (ß t -ß f+flrr-T )% 
cS = »'(a -«,)'+»'(/? -ft Wfr -y,)', 
aj = (»»-p'X«! -<+ („'-p'Xß-ß)*, 

61 = (» , -p 2 )(«i-i«) , + (» , -|» , )(Ä-/?)% 
c? = (m 2 -/» 2 )(a -a,)*+ (»'-/W ~A) 2 
erhält man zunächst durch Subtraction die folgenden: 

= 2p 2 (l-« 1 <x 2 -/3,/?,-j' 1 j' 2 ), 

«o = *2— tf = 2p ? (l -«2« -ßtß ~M )•> 
wo = <&-c\ = 2/> 2 (l-« «!-/3 /3, -y y,) : 



(11.) 
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(12.) 



A*o = — 



1, 


1, 


1 


o, 


«Po, 


«0 


»u, 


o, 


«0 


*\j, 


«u, 






um hieraus den Werth von p 2 abzuleiten, berechne man etwa den Werth der 
Determinante 

o, 

1, 
1, 
1, 

d. h. des 16fachen Quadrats des Inhaltes des Dreiecks, welches zu Seiten hat 

y«u, y© u , iw>», wenn ein solches Dreieck überhaupt möglich ist, so wird 

derselbe, wenn man 

l-a i a k -ß i ß k —y i y t = c* 

setzt, indem man für «o, ©„, w u die Werthe aus den Gleichungen (11.) ein- 
führt und den Factor 2p 2 vor die Determinante schafft, 

0, 1, 1, 1 

*9 ^009 ^019 GtB 
*9 C 109 C Ü9 C l* 
1, ^209 Qu ^» 

in welcher Determinante die Elemente mit gleichen Indices vermöge der Glei- 
chungen (5.) verschwinden. Nach Gleichung (9.) wird 

. fi = 4p\S l +S 2 ), 



—jKo = 4p\ 



Cum 
Si = C 10 , 

^209 

weil Ca = Cjfc, ist, und 



Com 
c ii9 

^219 



<\|2 
C22 



0, 

C 10 9 
^209 



0, 

^21 9 



A)2 
C I2 





— 2Ci2.C20«Cül5 



1~Cü2 

l-c 12 

1— C22 



1 — Cuü9 1 — Cm, 
& = 1— C 10 , 1—Cn, 

1 — ^209 * — ^219 

nach dem Satze über die Multiplication von Determinanten dem Quadrate der 
Determinante 

«09 ßü9 ?0 

«19 ß» n 

«29 A9 ^2 

gleich wird : bezeichnet man das Volumen des Tetraeders, welches den Mittel- 
punkt des Ellipsoids, d. h. den Anfangspunkt der Coordinaten, und die Punkte 

A {) , 2? , Co zu Ecken hat, durch F , so ist 



(13.) 



= [«.Äri 
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fc> 



ferner 



Oi — «t/42 • C^2ü • i'lü — 



4p 8 ' 

so dass sich folgende Beziehungsglcichung zwischen den Hauptachsen der 
entstehenden Fläche ergiebt: 



(14.) fiv.p 2 = %>i>i)W + —^-(öVu) 7 . 

Aus dieser Gleichung folgt, dass, wenn V verschwindet, d. h. die Ebene der 
ersten Basis A^B^ durch den Mittelpunkt der Fläche geht, zur Bestimmung 
von p 2 die Gleichung 

Pap 2 = Hj l>o «Vi 

dient, welche vollständig mit der von Jacobi für den Fall, wo die Ebenen 
der beiden Basen zusammenfallen, gefundenen übereinkommt, (pag. 191.) 

Eine zweite Relation zwischen den Grössen m 7 , n 2 und p 2 ergiebt sich 
durch Umformung des Werthes 

fM?u«0u = 4p 6 . S t : 
wendet man auf diese Determinante S>, den Satz über die Multiplication der 
Determinanten an, so ergiebt sich, wenn man kurz eine Determinante von 
der Form 

(15.) 1, J n * 

1, <T 2 , f 2 
setzt : 

(16.) IM*,«,, = V.([)?,y]»+l7,a]'+[«,/Jr-[a,/?,yr), 
d.h. 

(17.) ,,„ = 4p* ({ß, r Y+ fr, a?+ [«, flf). 

Bezeichnet man die Projectionen des Dreiecks A^B^ auf die ys-, 
*a>-, #y-Ebene resp. durch 4 X9 4 yy 4 Z9 so ergiebt sich 

Wrf-^, &-.«]-■£, h.ffl-£, 

so dass man erhält 

( ia, ^-M^+c^y+c^, 

aus welcher Gleichung hervorgeht, dass 6etm EUipsoid der Ausdruck von i/ 
stets positiv ist. 



= p, •] 
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m' 



n 



Die dritte, schon von Jacobi gegebene, Gleichung zwischen den Ver- 
hältnissen £i und ^? erhält man unter Berücksichtigung der Werthe 

u = a 2 -a\ = p> [(« x -a 2 ) 2 + ( A-A)*]i 
(19.) I v = 6'-« =y [(«,-« ) 2 +(A~/* ) 2 ], 
« = c 2 -c] =p 7 [(a -«,)'+ 0» -ft) 2 ] 
aus der Berechnung der Determinante 

0, 1, 1, 1 

1, 0, Wy f? 

1, 10, 0, ff 

1, 0, u, 

welche also ebenfalls mit dem Quadrat des vierfachen Inhalts eines Dreiecks, 
und zwar desjenigen mit den Seiten } f u, fo, j/«?, übereinstimmt, wenn ein 
solches Dreieck möglich ist. Man setze 

c a = (a,-«,) 2 +(A-A) 2 , 
so dass c^Ck ist und c« = c u =0, so wird mit Herausnahme des Factors/? 4 : 

^p = p\8 (s. Gl. (9.)) 



(20.) 



fi = - 



oder 



t* =P*(S l +S 2 ); 



es ist aber nach dem Satze über die Mulliplication der Determinanten, wenn 
man die Elemente von & 2 , nämlich 

1-c* = i.l-«.l-l.«2-Ä.l-l./S!+2a < « 4 +2AA 
setzt, 

S 2 = 4[a,/?] 2 -S 1 , 
folglich 



oder 



(21.) p = V[«;tf = =J=r«W! 



P 4 _ f* 



t l 

m n 



16z/» ' 



die Jacobische Gleichung (S. 192). Demnach ergiebt sich vermöge 
chung(14.): 

• (22.) w 2 = Uü^tP«+Jr(3Ko) 2 , . 

und weil 



Glei- 



d r o — AxJdqLh} . h — 



A t .h 

C08» 
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ist, wenn h das Loth vom Mittelpunkte der Fläche auf die Ebene des Drei- 
ecks AJB Co und i den Winkel der Ebenen der beiden Basen bedeutet, so 
erhält man * 

(23.) ^/> 2 = ««u«utt^+-£-n oder ^up 2 ==«u<>utt>o+MI, 

wo hi das Loth, im Mittelpunkt der Fläche auf der Ebene der Grenzfläche bis 
zur Durchschneidung mit der Ebene des Dreiecks AJ} C errichtet, bezeichnet ; 
eine bemerkenswerthe Beziehung zwischen der kleinen Achse p und diesem 

Lothe, zumal sich nach den Entwickelungen Jacobis für die Ausdrücke "° v ° w ° 

Po 

und — eine einfache geometrische Deutung ergiebt. 

Po 

Es möge eine kurze Herleitung dieser von Jacobi gegebenen Resultate 
im Anschluss an die eben gefundenen Gleichungen hier ihre Stelle finden. 

Es seien D^ E , F Punkte, welche den Punkten A^ 2? , Co # des 
Ellipsoids in der Weise entsprechen, dass man aus den x-, y- und s-Coor- 
dinaten der letzteren die zugehörigen Coordinaten der ersteren erhält, wenn 

man dieselben resp. mit — , — , 1 multiplicirt. Diese Punkte D , E , F 

werden also bestimmt durch die Gleichungen: 



[ x = pa 9 
(24.) A: f=pA E : 



x = pa t , Ix = pa 2 , 

y=pß» F :[y=pß 2 , 



und liegen vermöge der Beziehungsgleichungen (5.) zwischen den Constanten 
a 9 ß 9 y auf der dem Ellipsoid concentrischen Kugel 

x 2 +y 2 +z 7 = p 7 : 
ferner seien D, E 9 F die Projectionen der Punkte D (J , E (J , F auf die a?y- 
Ebene; es ergiebt sich dann sofort, dass #,,, t> , w {) und u 9 v, w resp. über- 
einkommen mit den Quadraten der Seiten der Dreiecke D (i E F und DEF 9 
und dass ^ und fi die Quadrate der vierfachen Dreiecke D E F {) und DEF 
sind. Es ist demnach 

JW£o. =r ; und ü = C OS>, 
Po Po 

wenn man mit r den Radius des dem Dreieck DJEoF ti umschriebenen Kreises 
und mit <p den Winkel der Ebenen DJEJF {) und DEF bezeichnet. Wenn ferner 
/ die Länge ist des Lothes vom Mittelpunkte der Hilfskugel auf die Ebene 
des Dreiecks D^E^F^, so ist 

i\ß> rY+ \y, «]• + [«, ßY r i{ß> rY+ lr, °Y +l*,flY 
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auf ähnliche Weise ergiebt sich: 

, tnnpfa, ß,y] , . mn[a, ß] 
A= — iJ un d cosi= L N rj , 

wo 



N = y%Y [ß, yf+pW ty, «P+ »V [a, fl% 

d.h. 

h l 

so dass die Gleichung (23.) sich folgendermassen gestaltet: 

(25.) p 2 = rl+P: 

in der That die Gleichung, auf welche sich die von Jacobi (S. 207) gegebene 
Construction der kleinsten Halbachse p des Ellipsoids bezieht. Diese Halbachse 
kommt alsdann überein mit dem Radius R derjenigen dem Dreieck D {) E F 
umschriebenen Kugel, deren Mittelpunkt in der Ebene des Dreiecks DEF liegt 
Für den Fall des einflächigen und zweiflächigen Hyperboloids gestattet die 
Gleichung (23.) und demnach auch die Gleichung (25.) eine Ähnliche Deutung, 

indem den Ausdrücken ° ° ° und — analoge Grössenbeziehungen als beim 

Ellipsoid zukommen; es mögen darum der Kürze wegen die Bezeichnungen 

(26.) iw^ = r ;, ***.. =P, ri+r=n 2 

durchweg beibehalten werden. Diese Ausdrücke, in welchen nur die bekannten 
Grössen u^ t? , a? ü9 /4m f*> und i vorkommen, können als von vornherein be- 
stimmbar zur Discussion der entstehenden Fläche benutzt werden, sobald auch 
für den Mittelpunkt der Fläche eine Construction abgegeben ist, d. h. wenn 
h, die Länge des von diesem Mittelpunkte auf die Ebene des Dreiecks AJBqCq 
gefällten Lothes, als bekannt angesehen werden kann. 

Dieser Mittelpunkt C der Fläche ergiebt sich einfach aus dem Ver- 
hältnisse in welchem die Seiten des Dreiecks ABC, welches der Lage nach 
bekannt ist, durch die Verbindungslinien OA, OB, OC getheilt werden, d. h. 
aus dem Verhältniss der Dreiecke 

OBC:OCA:OAB = (ct i ß2-<* 2 ß l ):(a 2 ß-aß 2 ):(aß l -a l ß). 

Es ist (11.) 

•t, + 2£i& = 2/> 2 (l-a 1 a 2 -/3 1 /3 2 ), 
*i+2fc£ = 2/>'(l-a 2 a-/? 2 /3), 

•b + aCCi = 2p 7 (l-aa g -ßß l ): 

31* 
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zu diesen Gleichungen kann man als identisch hinzunehmen: 

2£& = 2p\\-a i a i -ß i ß i ). 
Wenn man jetzt die Determinante 

0, Au, 



T = 



*x, 



h\ 



1, 2££, fPo+2^,, t>„+2££, 

1, »U+2C& 2£&, *,+2£& 

Hrf2&S„ 2£& 



dk. 



BT 



= -4p 4 



1, t> +2£& 
in Rechnung zieht, so ergiebt sich 

1, tp u +2S£„ i>„+2£k 
1, 2£,£„ «„+2C& 

1, ««+2^1, 2£Ä 

= - [«u (• «+tf -«ü)+ 2«u (&+&-2&Ä) -2 &-&) & t>o-k «>„)] ; 

andererseits ergiebt sich, wenn man die Elemente der Determinante durch 
die Grössen p und a, ß, y ausdrückt: 

1, 1— a a t —ß ßn 1— et a^—ß ß 2 

1, l-ßia,-/?,/?,, \-t*i<h-ßißi 
1, 1— a 2 a t — ß 2 ß t , 1-a^—ßißt 

and in analoger Weise die Werihe von -~r- und -gr- durch cyküsches Fort- 
schreiten der Indices, so dass das gesuchte Verhältniss wird: 

r)T f)T r)T 

wo -«7-, -Kr- , -Kr- nach der Jacobischen Bezeichnung der Reihe nach zu er- 
setzen sind durch die Gewichte (a), (ß\ {y\ nämlich: 

((«) = «aM-t0u-«O+2fiu(£^^ 
(27.) (/?) = «b(i*+%-^)+aM&&+^^^ «o), 

kr) = i^ifc+«\^.)+ai!^ «u-^o. 

Aus den Gleichungen (24.) und der sich daran anschliessenden De- 
finition der Punkte D, E 9 F als Projectionen der Punkte J9 , E ö , F auf die 
xy-Ebene ergiebt sich die Proportion 

OEF.OFD.ODE = {a i ß 2 ^a 7 ß i ):{a 2 ß-aß 2 ):{aß i -a i ß) 
und demnach auch 

OEF.OFD.ODE = OBC:OCA:OAB, 
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demgemass lässt sich die Von Jacobi eingeführte Hilfskugel zugleich zur Con- 
struction des Mittelpunktes des Ellipsoids benutzen, und zwar in folgender Weise: 

In den Eckpunkten D, E, F des Dreiecks, welches aus den Längen 
EF = y«, FD = fo, DE = }/«? construirt ist, errichte man resp. die Lothe 
£* £m £m lege durch die freien Endpunkte derselben D , £ , F {) den Kreis, 
errichte im Mittelpunkte dieses Kreises ein Loth auf der zugehörigen Ebene, 
welches die Ebene DEF im Punkte { durchschneiden mag, und verbinde O x 
mit den Eckpunkten des Dreiecks DEF, so ergiebt sich als Mittelpunkt des 
Ellipsoids derjenige Punkt der Ebene des Dreiecks ABC, für welchen die 
Proportion stattfindet: 

OBC: OCA : OAB = 0, EF: 0, FD : O t DE. 

Als die Summe der Gewichte (a), (ß), (y), welche Jacobi durch fi 
bezeichnet hat, ergiebt sich aus (27.) 

(28.) fi = jUu-4Jr, 
wo 

r M = fiü(?-^)(^^)+^(Ci-C 2 )(?i--D+^(^~C)(C2--^) 
(29.) | oder auch 

( m = u («,)(!;-&)+• (&-&)ff.-o+ip (&-o(s,-ri), 

und fi die frühere Bedeutung behält, nämlich 

fi = —u 7 —t) 7 —tv 7 +2t>w J r2tvu + 2ut>; 
zu diesem Resultate gelangt man entweder dadurch, dass man in den Glei- 
chungen (27.) und (28.) die Grössen tiy, e U9 w durch die Grössen u, e, w 
ersetzt, nämlich 

( Hu = a 7 -a]+&-&? = *+(£i-£ 2 ) ? , 

(3o!) t>o = b'-b\+{&-Z ) 2 = *+(&-£ ) 2 , 

( Wo = c*-c]+ß -k) 2 = «>+(£ -&)% 

oder durch eine selbständige Herleitung der Ausdrücke für die Gewichte (a), 
(/?), {?) unter Zugrundelegung der Gleichungen 

u+Z + % = 2>'(i-a 1 a l .ftj? 1 ), 

* + £ + r = 2p 2 (l-« 2 a -&/?), 

te + ^ + S 2 = ty{l-**i-ßßi), 
durch welches Verfahren sich die Jacoötschen Werthe von («), (/?), (y) 
(S. 203) ergeben. Endlich kann man auch unmittelbar zur Gleichung (28.) 
gelangen, indem man die Werthe von t^j, t? , w aus (30.) in den Ausdruck 
von fio (12.) einsetzt. 
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Der Werth von M (29.) gestattet in derselben Weise, wie Jacobi bei 
einem ähnlichen Ausdruck (S. 193) gezeigt hat, folgende Umformung: setzt man 

£i— £2 = 89 £2— £ = <*i 9 £— £1 = 8 7 9 

so wird 

M= — (ff <?! <? 2 + * <?2 <? + W (Ml)* 

und weil <f + «^ + <J 2 = ist, also von den Grössen d die eine, z.B. d, ein 
anderes Vorzeichen haben muss, als die beiden anderen, so ergiebt sich durch 
Elimination von <?: 

M = — [ud t & 2 — v d] — wd\— (v+w) ^1^2] 

= - [(«-(y«+y«) 2 ) J i * - (*'a- "W 

= ^i^[(^+}^) 2 -tt] + (^ 2 -^ 1 ) 2 ; 

weil nun d t und <? 2 nach der Annahme dasselbe Vorzeichen haben, so ist M 
positiv, wenn ^v+^w > \u ist, d. h. wenn sich aus den Längen )/«, ^v, ^w 
ein Dreieck construiren lässt, oder wenn fi (20.) positiv ist. Die Doppelglei- 
chung (29.) zeigt, dass hierbei auch /u durch /u^ ersetzt werden kann. Aus 
der Gleichung (28.) 

ffo = fi + lM 

folgt demnach, dass jedem positiven Werthe von fi stets ein positiver Werth 
von /li zugehört. 

Noch ist für das Folgende die Bemerkung wichtig, dass die Fälle, wo 
/u v positiv und von den Grössen t*,, t? , w u nur eine einzige, z. B. tp , oder 
zwei derselben, z.B. u^ und t> , negativ sind, nicht stattfinden können, weil 
sich alsdann /u {) darstellen lässt unter der Form 

(31 .) — 2w (n,+ f?o) — (flu— Co) 2 — W?2, 

also jedenfalls negativ sein muss: dasselbe gilt für den Zusammenhang der 
Grössen fi, u, v, w. 

Die Werthe von m 2 und n 7 ergeben sich sofort aus der Gleichung (21.): 
entnimmt man für dieselbe den Werth von [«,/?] aus den Gleichungen (4.), 
so ergiebt sich 

( 32 („«-^(„«-pt) = 16^9 

wo J t die zweite Basis AJifiv bezeichnet: aus den Gleichungen (21.) und 
(32.) erhält man alsdann 

(33.) m*+n* = £(16^-16JI + ^), 
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einen Ausdruck, dessen Vorzeichen Jacobi (S. 194) für den Fall, wo u, v, 
w, fi und p 2 positiv sind, als positiv nachgewiesen hat, und welcher sich 

wegen des Werthes 

^ = 16^+16^-2^ 
wo 

N = -. 2 aJ-6 2 6?-c ? c?+26 2 c]+26Ic 2 +2c a ^+2cIa ? +2a a 6i + 2aj6 2 , 

auch folgendermassen darstellen lässt 

(34.) m 2 +n 2 = Äl6^-iV), 

wo, wenn a>a n 6>6 M c^>c^ auch 16^>iV, 

und wenn a <C a x , 6 <C &m c < Ci , auch 16 Jl < N. 

Nunmehr ist die quadratische Gleichung, deren Wurzeln m 2 und n 2 sind, 
weil sowohl das Product (21.) als die Summe (33.) dieser Grössen bekannt 
ist, leicht herzustellen: 

(35.) /LL.x 7 -2p 2 (i6J 7 z -N)x + i6p\Jl = 0. 

Die Discriminante dieser Gleichung lässt sich auf die Form bringen: 

d. h. dieselbe ist stets positiv, wie aus der Jacobischen Darstellungsweise 
(S. 193) hervorgeht. Darum ist die Aufgabe, zu einem Dreieck AJBJD^ in 
einer der Lage nach gegebenen Ebene ein zweites Dreieck Aßßy zu con- 
struiren 9 so dass die Eckpunkte beider Dreiecke resp. conjugirte Punkte werden 
confocaler Flächen (F ) und (FJ, von denen (F,) sich auf eine Grenzfläche 
reducirty stets löslich. 

Die Gleichung (35.) hat eine unendlich grosse Wurzel, wenn fi gleich 
Null wird: alsdann wird demnach von den beiden Halbachsen der Fläche, 
welche in die Ebene der Grenzfläche zu liegen kommen, die eine unendlich 
lang, d. h. diese Grenzfläche (F x ) ist ein von einer Parabel oder einem System 
zweier parallelen Geraden ausgeschnittenes Stack der Ebene (£), oder was 
dasselbe ist, die Fläche (F ) wird ein Paraboloid oder ein Cylinder. Dieser Fall 
erfordert eine besondere Untersuchung (s. §§. 13, 14). Endlichen Werthen von 
fi entsprechen die centrischen Flächen, nämlich das Ellipsoid, die beiden Hy- 
perboloide und als Uebergangsfläche der Kegel*), und zwar werden dieselben 
im Einzelnen durch folgende Verhältnisse bedingt: 

*) Es sei — + ^tH — r = die Gleichung des Kegels: alsdann bleiben zur Be- 
stimmung der Dreiecke A Q B Q C 0) A i B i C l und ABC die Gleichungen (3.); (4.) und (6.) un- 
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Erster Hauptfall. 

Es sei fi positiv: so ist nach (28.) auch /u positiv, und haben sowohl 
m 2 und n 2 (21.) als auch m 2 —p 2 und » 7 — p 2 (32.) gleiche Vorzeichen; mit 
Rücksicht auf Gleichung (23.) kann alsdann: 

1) UvCoMu positiv sein. In diesem Falle sind sowohl p 2 (23.) als auch «iu, 
t?o, ft?u (31*) positiv, d.h. die Seiten der beiden Basisdreiecke Ou>>ai, 
h > &i , Co > Ci , und weil sich hier, wo /u , fi und p 2 positiv sind, die 
Construction der Grössen u und fi mit Anwendung der concentrischen 
Hilfskugel (24.) ausfahren lässt, d. h. die Quadrate der Differenzen der 
Projectionsperpendikel (^— £ 2 ) 2 , (£ 2 — £)% (£— £ t ) 2 kleiner sind als die 
Quadrate der zugehörigen Seiten tio, t? , «>o des zu projicirenden Drei- 
ecks JD(>EoFo, so sind auch die Werthe u, e, w (30.) positiv, d. h. die 
Seiten aZ>a^ 6>6i, c^x^, folglich J z ^>J l ^ und demgemäss m 2 +n 2 
positiv, (33.) folglich m 2 und n 2 selbst positiv (21.), d. h. die entstehende 
Fläche ist ein Ellipsoid. Es kann 

2) t<ot?ot0o negativ sein; für diese Annahme sind noth wendig (31.) t*,, 
t? , wo und umsomehr tf, r>, w (30.) negativ: dagegen kann hier p 2 so- 
wohl positiv als negativ sein, und zwar vermöge der Gleichungen (25.) 
und (26.), wenn 

ff) *o+ P > ist, so ist p 2 positiv, und weil u, v, w negativ sind, d. h. 

a <C öi, 6 <C 6 n c << Ci , folglich auch 16^ "< iV und 
demnach (34.) m 2 +w 2 und ebenso m 2 und n 2 selbst negativ, 
die Fläche also ein zweifaches Hyperboloid, dessen reelle 
Achse senkrecht zur Ebene (E) der zweiten Basis ist. Wenn 

b) rl+P = 0, so wird p 2 gleich Null, die Fläche also ein Kegel, und 

zwar, weil m 2 und n 2 gleiche Vorzeichen haben, dessen 
Schnitte parallel der Ebene (E) Ellipsen sind. Ist endlich 

c) fo+r^O, d. h. p 2 negativ, so ist, weil auch hier 16^ <iN ist, 

vermöge Gleichung (34.) m 2 +n 2 negativ, d.h. sind auch 



geändert bestehen: nur die Gleichung (5.) wird die folgende 

die sich daran anschliessenden Entwickelungen lassen sich darum ebenfalls fast ohne 
alle Aenderung auf den Kegel übertragen, besonders behalten die Gleichungen (21.) 



m* , n* 



und (33.) ihre Bedeutung zur Bestimmung der Werthe von — j und -j : die Gleichung 
(250 dagegen verwandelt sich in rj-f-* = 0. 
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m 2 und n 2 selbst negativ: es wird also die Fläche ein 
• einfaches Hyperboloid, dessen imaginäre Achse die Ebene 
(E) senkrecht durchschneidet. 

Zweiter Hauptfall. 

Es sei ft negativ: so haben m 2 und n 2 (21. ), sowie (m 2 —p 2 ) und (n 2 —p 2 ) 
(32.) entgegengesetzte Vorzeichen, d. h. die Flächenschnitte parallel der Ebene 
(E) der zweiten Basis sind Hyperbeln. Dagegen kann sein 

1) (M) positiv und 

a) UytVvWu positiv, alsdann sind (31.) Wo, t> , w selbst positiv und 
wenn rl+l 2 ^>0 ist, so ist p 2 positiv, also die Fläche ein ein- 
faches Hyperboloid, 
wenn rl+l 2 = ist, so wird /> 2 = 0, die Fläche also ein Kegel, 
wenn rJ+/ 2 <<0, so wird p 2 negativ, die Fläche also ein zwei- 
flächiges Hyperboloid; wenn 

6) flufutPu negativ ist, so sind (31.) «Aj, t? , w selbst negativ und p 2 
negativ, die Fläche also ein zweifaches Hyperboloid. Es kann 

2) /u u negativ sein und 

a) UtiVoWo positiv: 

wenn rl+l 2 ^>0 ist, so ist p 2 negativ, also die Fläche ein zwei- 
faches Hyperboloid, 
wenn r^+l 2 = ist, so istp 2 = 0, die Fläche also ein Kegel, endlich 
wenn r2+/ 2 <CO ist, so ist /r positiv, die Fläche also ein einfaches 

Hyperboloid, 

b) wenn UoVoWo negativ ist, so ist p 2 noth wendig positiv, die Fläche 
also ein einfaches Hyperboloid. 

Wenn also /u von Null verschieden ist, d. h. wenn von den Quadrat- 
wurzeln aus den Differenzen der Quadrate der entsprechenden Seiten der 
Dreiecke ABC und AiBfii keine gleich der Summe der beiden anderen ist, 
so ist die Fläche 

1) ein Ellipsoid, 
wenn sowohl «iu, r , w als u, v 9 w positiv sind, d.h. sowohl die Seiten der 
ersten Basis A {) B {) C U als die ihrer Projection auf die Ebene [E) ABC grösser 
sind als die entsprechenden Seiten der zweiten Basis A^iC^ und wenn so- 
wohl /u () als u positiv sind, d. h. wenn sich aus den Quadratwurzeln aus den 
Differenzen der Quadrate der entsprechenden Seiten der Dreiecke ABC und 
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A#iC n folglich umsomehr der Dreiecke A^B^C^ und A l B i C l Dreiecke con- 
struiren lassen; 

2) ein einflächiges Hyperboloid, und zwar 

a) dessen Schnitte parallel der Ebene (E) Ellipsen sind, wenn rJ+/ 2 <0 
und sowohl u xn t? (J , w als u, e, w negativ sind, d. h. die Seiten sowohl der 
ersten Basis A B {i C als umsomehr des Dreiecks ABC kleiner sind als die 
entsprechenden Seiten der zweiten Basis AtBiCi, un ^ sowohl // als /ti po- 
sitiv sind, 

b) dessen Schnitte parallel der Ebene (E) Hyperbeln sind, wenn fi 
negativ ist und 

entweder ^ positiv ist und r2+/ 2 >0, in welchem Falle die Seiten des Drei- 
ecks A B {) C () alle grösser sind als die entsprechenden Seiten des Drei- 
ecks AiBiCh 

oder wenn ,u u negativ ist und von den Seiten des Dreiecks A {) B {j C { > eine 
einzige oder alle drei grösser sind als die entsprechenden Seiten des 
Dreiecks AiBiC^ aber r 2 ,+ / 2 <0 ist, 

oder wenn a negativ ist und von den Seiten des Dreiecks A^B^C^ eine ein- 
zige oder alle drei kleiner sind als die entsprechenden Seiten des Drei- 
ecks AlBiCl 

3) ein zweiflächiges Hyperboloid, und zwar 

a) dessen Schnitte parallel der Ebene (E) Ellipsen sind, wenn rl+l 7 ^> 
und ti, t>, w und «Aj, r (M w negativ, d.h. die Seiten des Dreiecks A^B^C^^ 
also umsomehr des Dreiecks ABC kleiner sind als die entsprechenden Seiten 
des Dreiecks -4,2?iCi, und wenn sowohl u () als u positiv sind; 

b) dessen Schnitte parallel der Ebene (E) Hyperbeln sind, wenn ^ 
negativ ist und 

entweder fi positiv ist und rS+' 2 <0, in welchem Falle die Seiten des Drei- 
ecks AuBoCu grösser sind als die entsprechenden Seiten von AiBiC^ 

oder wenn /j positiv ist und die Seiten des Dreiecks A {) B () C {) kleiner sind 
als die entsprechenden Seiten des Dreiecks AgBgCu 

oder wenn ^ negativ ist und r2+/ a >0, und von den Seiten der ersten Basis 
A {) B C {) nur eine einzige oder alle drei grösser sind als die entsprechen- 
den Seiten der zweiten Basis A x BiCi. 
Ist r5+/ 2 = 0, so wird die Fläche 

4) ein Kegel, und zwar 
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a) dessen Schnitte parallel der Ebene (E) Ellipsen sind, wenn fi positiv 
ist, in welchem Falle auch /u positiv ist, und die Seiten sowohl des Dreiecks 
AoBoCo als, umsomehr des Dreiecks ABC kleiner sind als die entsprechenden 
Seiten des Dreiecks AiBiC^ 

b) dessen Schnitte parallel der Ebene (E) Hyperbeln sind, wenn fi 
negativ ist; alsdann ist entweder t* {) positiv, und sind die Seiten des Dreiecks 
AoB {) C () grösser als die entsprechenden des Dreiecks AJifi^ oder es ist ^ 
negativ und von den Seiten des Dreiecks A B {) C u entweder nur eine einzige 
oder alle drei grösser als die entsprechenden Seiten des Dreiecks AiB L C L . 

Im Allgemeinen ist hierzu zu bemerken, dass die unter a) und 6) ab- 
gesonderten Fälle der letzten drei Flächenarten insofern wesentlich . zu unter- 
scheiden sind, als sich bei ihnen je die eine oder die andere Grenzfläche der 
zugehörigen Fläche ergiebt. Dasselbe gilt für die mit einem Mittelpunkt ver- 
sehenen Umdrehungsflächen, welche als besondere Fälle der bisher betrachteten 
Flächen auftreten. Man hat zu unterscheiden: 

1) die Umdrehungsflächen, deren Kreisschnitte der Ebene (E) parallel 
sind, d. h. das abgeplattete Sphäroid, dessen Grenzfläche ein Kreis in der 
Ebene (E) ist, das zweifache Umdrehungshyperboloid und den Umdrehungskegel, 
beide mit der Ebene (E) in ihrer ganzen Ausdehnung als Grenzfläche, endlich 
das einfache Umdrehungshyperboloid mit dem ausserhalb des Focalkreises lie- 
genden Theil der Ebene (E) als Grenzfläche. Für alle diese Flächen werden 
m 2 und n 2 einander gleich, d. h. hat die Gleichung (35.) zwei gleiche Wur- 
zeln, d. h. rouss die Discriminante (36.) verschwinden, was, wie Jacobi (S. 194) 
gezeigt hat, stattfindet, wenn 

a : b : c = a t : b t : c L 

ist, d. h. wenn das Dreieck ABC, die Protection nämlich der ersten Basis auf 
die Ebene (E) , ähnlich ist der zweiten Basis A v B t C, . 

2) Die Umdrehungsflächen, deren Kreisschnitte die Ebene {E) senk- 
recht durchschneiden, d. h. deren Grenzfläche sich auf ein begrenztes oder 
unbegrenztes Stack der in dieser Ebene liegenden Umdrehungsachse reducirt, 
d. h. das verlängerte Sphäroid, die beiden Umdrehungshyperboloide und der 
Umdrehungskegel, deren Schnitte parallel der Ebene (E) Hyperbeln sind: für 
diese Flächen wird p 2 eine Wurzel der Gleichung (35.), d. h. muss J t ver- 
schwinden, also von den Seiten der zweiten Basis eine gleich der Summe der 
beiden anderen sein. In der That ist dies der einzige Fall, wo sich die 

32* 
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Grenzfläche, auf welcher ja die Eckpunkte A n 2? l9 C, liegen sollen, in eine 
gerade Linie -zusammenzieht. Endlich 

3) die Kugel ergiebt sich, wenn sich das Dreieck J t auf einen Punkt 
reducirt: alsdann reducirt sich die Grenzfläche selbst auf den Mittelpunkt 
der Kugel. 

Im Uebrigen gelten für diese Umdrehungsflächen dieselben unterschei- 
denden Merkmale, als sich vorher für die allgemeinen dreiachsigen Flächen 
ergeben haben. 

Das ParaboloicL 

§. 13. Es seien A , Z? u , C {) als Eckpunkte der ersten Basis beliebige 
Punkte des Paraboloids 

(1.) ^-+^r = 2x, 

wo ri = — und p' = — die. Parameter der beiden Hauptparabeln in der xy- 

und xss -Ebene sind: ferner seien A^ B^ C L als Eckpunkte der zweiten 
Basis die conjugirten Punkte des Grenzparaboloids : 

( 2 -) ■£? = **-?, *=0, 
und zwar bestimmt durch die Gleichungen 

ix = ma = §, (x = ma l = fj, Ix = tno^ = I» , 

y = nß=Tj, B :U = nß l =T] n C :}y = nß 2 =V^ 
* =PY = & '* =m = £n '» = W* = & 



und 



(4.) 



. P' / P' / . P* 

All )9 = YS°P^ * i: )* = i^A, Ci: W = i^.A, 



wo 



(5.) /? 2 +y 2 = 2a, Ä+yJ=.2a M ßl+ r l = 2a 2 . 

Ferner seien A 9 B 9 C die Projectionen der Eckpunkte A^ B^ C^ der 
ersten Basis auf die Ebene (E) der zweiten Basis, d.h. gegeben durch die 

Gleichungen 

!x = ma 9 Ix = fiwfj^, ix = ma^ , 

z ss 0, U = 0, U = 0, 



(10.) 
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so kann man als gegeben ansehen die beiden Basisdreiecke und die Lothe 
von den Eckpunkten der ersten Basis auf die Ebene (22), nämlich 

(7.) A A = Z,=py, BJB = ^ l =py li G>C=&=py 2 , 

woraus sich sofort für die Seiten des Dreiecks ABC ergiebt: 

(8.) U 2 = bl - (&-£ ) 2 = m 2 («,-«. ) 2 + » 2 (ß 2 -ß ) 2 , 
( c 2 = c 2 - (£ -£) 2 = m 2 (« -«x) 2 + » 2 (/? -Ä) 2 ; 

dagegen sind zu bestimmen die Werthe der beiden Parameter »' und p', die 
Richtung der Achsen und die Lage des Scheitelpunktes des Paraboloids. 
Aus den Gleichungen: 

o 2 = i» 2 («,-^) 2 4V(/? i - / ^ ? +pV.-?' J )', 

bl = mXat-ay+nXßt-ßf+pXyt-yY, 
c 2 = m\a -atf+f(ß -ßtf-rffr -ytf, 
{a ] = m 2 \a l -a 2 r+(n 1 -p i )(ß l -ß 1 )\ ' 

b] = i» 2 ^-« ) 2 +(» 2 -p 2 ) (ß 2 -ß )% 
c 2 . = m 2 (« -«,)'+(«'-/) (/? -£,)* 

ergeben sich zunächst, durch Subtraction die folgenden: 

«u = <ü-oi = p^ißi-ßj+in-rtf) 

(11) , . = 2p 2 (« 1 +a J -/J,/? 2 -J' 1 y a ), 

1 - ; < e u = 6S-^ = 2p 2 (« 2 +«-rA/9-y 2 y), 
«J = cS - c\ = 2p 2 (a +o,-/9 /?!-y y.) 
und ebenso durch Subtraction der Gleichungen (8.) und (10.): 

(12.) r = 6 2 -6 2 =p 2 (ß-/3) 2 , 

l«,= c 2 -c 2 =p 2 (/? -/?,)% 
woraus 

(13.) >/«+]/©+}/«? = d.h. /* = 0, 

in der That die Bedingung, auf welche schon früher (S. 228) hingewiesen 
worden ist. 

Aus den Gleichungen (12.) ergiebt sich sofort die Richtung der Achse 
des Paraboloids: weil nämlich 

(14.) ßr-ßi'.ß*-ß:ß-ßi = y« :} /«,.y«,, 

so sind dadurch die Verhältnisse der Abschnitte bekannt, in welche durch die 



X 
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von den Eckpunkten des Dreiecks ABC aas mit der Achse parallel gezogenen 
Geraden die jedesmaligen Gegenseiten dieses Dreiecks zerfallen. Die Kennt- 
niss der Achsenrichtung führt weiter zu den Projectionen der Seiten des 
Dreiecks ABC und demnach auch der ersten Basis auf eine zur Achse des 
Paraboloids senkrechte Ebene. Nennt man nämlich die Punkte, in welchen 
die durch die Eckpunkte A, B, C mit der Achse parallel gezogenen Geraden 
die entsprechenden Gegenseiten a, b 9 c des Dreiecks ABC durchschneiden, 
resp. 21, 33, ®, so kann man die Projectionen irgend zweier Seiten, z. B. der 
Seiten a und 6 in einer zur Achse parallelen Richtung etwa ansehen als die 
Höhen der Dreiecke CB5B und CAU für die Grundlinien B& und A%, weil nun 

ABC:CB®:CAyi = Jwv:u:e, 

d. h. die beiden Dreiecke C2?33 und CA% sofort durch das gegebene Dreieck 
ABC oder J z darstellbar sind, so kommt die Aufgabe schliesslich hinaus 
auf die Berechnung der Linien A% und #33. Diese Berechnung fährt zu den 
Werthen 

AW = — , £33* = -, und ebenso CS 2 = — , 

(15 ° ' wo 

N=—(a 7 yW + b 7 foii + c 2 }/t*t>) 

stets positiv ist: denn vermöge der Gleichung (13.) müssen von den drei 
Grössen ^u, )/c, -\lw zwei dasselbe Zeichen haben, etwa fo und jw, so dass 
sich N folgendermassen darstellen lässt: 

N = ^[(b+cf-a^ + iby/w-cfof: 

nur für die Annahme b+c = a, d.h. wenn das Dreieck ABC sich auf eine 
gerade Linie reducirt, welcher Fall später besonders behandelt werden wird, 
kann der Werth von N verschwinden: derselbe wird alsdann nämlich 

N = (6|/tr-c^) 2 , 

also gleich Null, wenn 

b* t> b*-b\ 



>■ w c % -c\ * 



d.h. 

b:c = 6i:c n 
folglich auch 

b + b^.c+Ct d.h. a:ai = 6:6 1 = c:c l ; 

so dass sich also die Seiten des Dreiecks AJSfi^ als proportional ergeben 
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den Seiten a, b> c, d. h. auch die zweite Basis sich auf eine gerade Linie 
reducirt. Von diesem besonderen Falle also abgesehen, erhält man als die 
gesuchten Projectionen d, b\ c' der Seiten a, b, c auf eine zur Achse senk- 
rechte Ebene 



(16.) 



, 2 4u.Jl 
a = 



., 2== 4c. ä\ 



n 4w.Jl 
c = 



N ' " N ' " N 

und demnach als die Projectionen der Seiten des Dreiecks A^B^C^ auf eine 
solche Ebene: 

(i7.) a^^r +&-£,)', tf=^r +&-£)', ü=^jr+&-W- 

* 

Auch das Dreieck J X9 d.h. die Projection des Dreiecks A^B^Co auf die yz- 
Ebene, ist jetzt als bekannt anzusehen. Dies vorausgesetzt, erhält man durch 
die Entwickelung des Werthes von /ii , welchem hier dieselbe Bedeutung wie 
in §. 12 beigelegt ist, einen einfachen Ausdruck für das Verhältniss der beiden 
Parameter n und p : es wird nämlich, wenn man 

setzt, wo also c ik = c M , indem man für t*,, t> , w die Werthe aus den Glei- 
chungen (11.) in die Determinante 





0, 1, 


1, 


1 


(«O = — 


1, 0, 

1, »0* 


fOu, 

o, 


«0 
«0 




1, »o» 


«05 





einsetzt und den Factor 2p 7 absondert: 








0, 1, 


1, 


1 


Ho = —4p* 


1* <\XM 
1 9 C 10 9 




C(ß 
C 12 




1} 0209 


^21* 


022 



in welcher Determinante die Elemente mit gleichen Indices vermöge der 
Gleichungen (5.) verschwinden. Nach Gleichung (9.) des §.12 wird demnach 

wo 



Sl = 



Ajoj 


$)19 


Co2 


C 10» 


c m 


c 12 


0209 


^21 9 


3» 



und & = 



1— CüÜ9 1 — All 9 1 — Cü2 

1— c 10 , 1— c n , 1— c 12 

1 — C2O9 1— C2i, 1 — C22 
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Bringt man die Elemente von S 2 unter die Form 

so erhält man durch Anwendung des Gesetzes der Multiplication von Deter- 
minanten als Werth dieser Determinante: 

und demnach, weil [ß,y\ 

P 



Mi 
np 



(18.) ^„=16^ oder £ = £ = iM. 

Das Verhältnis* der beiden Parameter n und' p kommt also seinem 
Zeichen nach mit ju {) überein, d. h. den positiven Werthen von ^ entspricht 
das elliptische Paraboloid, den negativen Werthen von /j das hyperbolische 

Paraboloid, verschwindet /*<,, so wird das Verhältniss der Parameter -r un- 
endlich, d. h. wird die Fläche ein parabolischer Cylinder. Wegen des vorhin 
berechneten Werthes von J x ist nunmehr auch das Verhältniss der beiden 
Parameter als bekannt anzusehen; nur für die Annahme /u {) = ist eine neue 
Entwickelung erforderlich. Dieser Fall ist zunächst ausgeschlossen. 

Um jetzt den Werth eines der beiden Parameter selbst zu berechnen, 
bilde man etwa aus den den Gleichungen (11.) entnommenen Elementen 

e* = - 3|>*(ÄÄ+7«7*) = «u- V («<+«*), 
zu welchen noch für gleiche Indices vermöge der Gleichungen (5.) hinzukommt 

die Determinante 

e*)i #21} **22 

so verschwindet dieselbe, wenn man für e A die ersten Werthe in ß und y 
einsetzt: nimmt man dagegen für e ik die zweiten Werthe in tio, t> , tr und. a y 
so wird dieselbe: 

— 2/>* («o+ «o)i v>u—2p 7 (<*o+<*i)i Vo-2p 7 (a +a 2 ) 
w» -2p 7 (a t + a ), - 2p 7 («!+ «0, *o - 2p 2 (a t + a 2 ) 

«?u —2p 2 (a 2 + a ), ff, — 2p 2 (a 2 + «i), - 2p 2 (ih+ « 2 ) 
durch Entwickelung dieser Determinante erhält man darum die Gleichung 
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Dieser Gleichung lässt sich für den Fall des elliptischen Paraboloids 
eine einfache geometrische Deutung geben. Man zeichnet nämlich das Drei- 
eck DojEoFü, welches zu Seiten hat t*,, t> , io„, d. h. die Quadratwurzeln aus 
den Differenzen der Quadrate der entsprechenden Seiten der ersten und zweiten 
Basis, und welches darum nur für positive Werthe von 4 a , d. h. .beim ellipti- 
schen Paraboloid, möglich ist, errichte alsdann in den Eckpunkten D , £„, F 
auf der Ebene desselben resp. die Lothe £, £1, £ 2 , so ergeben die freien 
Endpunkte derselben, D 2 , jE 2 , F 2 , verbunden ein zweites Dreieck, dessen 
Seiten #2, t> 2 , w 2 durch folgende Gleichungen bestimmt sind: v 

«*2 = Hl+ (&—&)% 

w 2 = iM-(£ -£i) 2 : 
bezeichnet man dann das Quadrat des vierfachen Inhalts dieses Dreiecks, dem 
Früheren analog, durch u 2 , so ergiebt sich zwischen /u 2 und /u {) eine Gleichung, 
welche der im §.12 zwischen t u t) und u gefundenen (28.) ganz analog ist, 
nämlich 

(20.) fr-to = 4K(M,)(f-&)+^(^ 

wenn man ferner durch <p den Winkel der Ebenen der beiden Dreiecke D E F 
und D 2 E 2 F 2 bezeichnet, so ist 



«p(Po+tPo— «q)I+Po(<Pq +«0—^)1, + IP (ll +t) —t0 )| t 



•cos <p 



^0 

die Entfernung des Schwerpunktes der Punkte JD , £ , F {) von der Ebene 
des Dreiecks D 2 E 2 F 2 , wenn man in diesen Punkten resp. die Gewichte 

«u(0(j + t0u— «u)* ^(iPü+Hi— «oX «0o(«o+0u"-«0o) anbringt, d.h. die Entfernung 
des Mittelpunktes des dem Dreieck D E F umschriebenen Kreises von der 
Ebene des Dreiecks D 2 E 2 F 2 : bezeichnet man dieses Loth durch /?, so lässt 
sich die Gleichung (20.) folgendermassen darstellen: 



und weil 



WoWir-2p'-k--£^+p"{fr-fr) = 0, 



Ä = -A- und MÄ = fS, 

^ cos <p fX Q "' 



(21.) r 2 ,.cos 2 y = 2p'. 4 cos y— />' 2 .sin 2 y. 
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Es lässt sich noch eine zweite ganz ähnliche quadratische Gleichung 
für p entwickeln, welche die eben construirlen Dreiecke DJEJFo und D 2 E 2 F 2 
in nahen Zusammenhang mit dem Paraboloid selbst bringt, etwa durch folgendes 
Verfahren. 

Man fähre als Hilfsfläche zur Construction des Parameters p ein Um- 
drehungsparaboloid (P 2 ) ein, welches in dem Zusammenhange mit dem zu 
findenden allgemeinen elliptischen Paraboloid (P) steht, dass man aus den 
y-Coordinaten jedes Punktes des letzteren die y-Coordinaten des zugehörigen 

Punktes des ersteren findet, wenn man dieselben mit — multiplicirt, während 

die x- und *-Coordinaten der entsprechenden Punkte beider Flächen dieselben 
sind, so dass also für alle solche Punkte sowohl die Entfernungen von der 
gemeinschaftlichen Tangentialebene im Scheitelpunkte als von der das Grenz- 
paraboloid enthaltenden Hauptebene (E) fibereinstimmen. Die den Punkten 
A , B {) , Co von (P) entsprechenden Punkte von (P 2 ) können dann als die 
früher D 2 , E 2 , F 2 genannten Punkte angenommen werden, nämlich aus den 
Gleichungen dieser Punkte: 

!x = tnct 9 ix = mcti , :x = ftta 2 , 

y=pß, E 2 :y =/>/?,, F 2 :>y=pß 2 , 
*=pr> \*=pyi-> \*=w*i 

wo die Grössen a, ß und y den Gleichungen (5.) genfigen, ergeben sich als 
Ausdrücke der Quadrate der Seiten des Dreiecks D 2 E 2 F 2 : 

(23.) \f 2 d\ = P 7 m-ß Hfa-r ) 2 ]+*» 2 (« 2 -« ) 2 = *o+(&-£ ) 2 = *2, 

[d 2 ei = P 2 [(ß -ßj+ir -y0 2 ]+^ 2 (« -«i) 2 = •*!+(£ -£) 2 = «>2. 

Die Projection des Dreiecks D 2 E 2 F 2 auf die ys-Ebene ist das Dreieck DoE^. 
Nunmehr ergiebt sich für die Determinante 

0, 1, 

1, 0, 

1, tr 2 , 

1, f? 2 , 

wenn man in derselben statt der Elemente t^, t> 2 , w 2 ihre Werthe 

c« = 2p 2 [a i +a k -ß i ß k -y i y k ] + m 7 [a i - a k f 
einfahrt, weil c a = c« und c«=0 ist, mit Anwendung der in §.12 Gleichung 
(9.) eingefährten Bezeichnung: 

fh = Si+S 2 , 



(24.) fj 2 = - 



1, 


1 


IP,, 


«J 


o, 


«I 


«J, 






Hermes, die Jacobische Erzeugungsweise der Flächen weiten Grades. 259 



WO 



St = 



Cuü, Ajm A« 



Ciu 



'11? W2 



C20 , &U, ^22 



and S, = 



1— c 10 , 1— c 1M 1— c 12 
1 C20, 1 C21, 1 — C22 



Die Elemente von S 2 lassen sich vorteilhaft, wie folgt, darstellen: 

woraus sich nach dem Satze aber die Multiplication von Determinanten ergiebt: 

d. h. es wird 

(25.) ^ = 4p*{p 7 \ß,y¥+n*\y,ay+n*[a,ffl). 
Ferner wird 



2h,!?ü«>o = 



0, 


»ti, 


«o 




Wo, 


0, 


«u 


= 8/ 


Po, 


«u, 








«UU9 «UM «U2 

«10 9 «IM **12 

«20 , «21 9 «22 



WO 



rf„ = a, . 1 +1 . «*- ß & - y^, 



d.h. es wird 

(26.) 2**6*0 = 8p 6 {[a,/?r+[y,«] 2 +2^y].[«,^y]}. 

Dies vorausgesetzt, sei die Gleichung der durch die Punkte D 2 ^E 2 ^F 2 

bestimmten Ebene 

Ax+By + Cs = JD, 

wo also vermöge der Gleichungen (22.): 

*=P*[ß,rl B = pm[y,a], C = mp[a,P}, D = mp 2 [a, ßy], 

alsdann ist 

A 2 +B 2 +C 2 = p 2 \p 2 [ß, r Y+ m 2 [y, a] 2 +m 2 [ex, ß?\ : 

So* 
folglich wenn man die Gleichung (26.) durch — ^- = 8p' 2 dividirt, dann auf 

beiden Seiten das Glied p* \ß, yf addirt und endlich durch 



dividirt : 



p* \p 7 \ß, y] ? +» 2 [y, «] 2 +^[«, ß?\ = a*+b>+c* = £ 



f07\ "oOqWq i p*[ß>iY _ i , 2p'"»'[frrM>>fty] 



Weil nun <p den Winkel bezeichnet der Ebene des Dreiecks DJLJFi mit der 
Ebene des Dreiecks D Ü E F ^ d.h. mit der ya- Ebene, so ist 



cos«, - P'V>r\_ 

cosy "" w+r+c ' 



33 
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k 



und wenn /, das Lolh bedeutet, vom Anfangspunkte der Coordinaten, d. h. dem 
Scheitelpunkte des Paraboloids, auf die Ebene D 2 E 2 F 2 gefällt, so dass sich 
ergiebt : 

so lässt sich die Gleichung (27. ) ersetzen durch: 



*-7* 



« t r # * # . , M . 2 



-^-f cos*? = t+^cosy./,, 



oder weil noch fheaf^ = u %l ist und ^ • • = #■*,: 

(28.^ rjcory = 2p' /,. cos <jp +/>*• sin 2 q>. 
Aus den beiden Gleichungen (21.; und (28.} ergiebt sich 

2/>'sury = 2 cos y (/ 2 - /,), 



d.h. 



/ = v*-ü 



CO« 9 

* i * 

sin ? 



wo das Voneichen vor l x entgegengesetzt zu nehmen ist, wenn die beiden 
Lothe / ( und /> auf entgegengesetzt«! Seiten der Ebene D 2 E 2 F 2 liegen, d.h. 
wenn die Verbindungslinie des Scheitelpunktes des Paraboloids mit dem Mittel- 
punkte des dem Dreieck DJSJF* umschriebenen Kreises die Ebene des Drei- 
ecks D-£>F> durchschneidet. Nennt man diese Verbindungslinie l 9 so erhalt 
man* weil dieselbe, erforderlichen Falls verlängert, die Durchschnittslinie der 
Ebene l>Jv>i\ mit der y*-Ebene senkrecht durchschneidet, 

/* — / t = /. sin</\ 
woraus endlich 

v 290 p = /.clgy, 

d h *cr** m*m rtm Mittelpunkte des dem Dreieck D l) E F umschriebenen 
hrtises ein lurfA fallt auf die Ebene des Dreiecks D 2 E 2 F 2 und dasselbe bis 
*ur l>urt*usek*eiduuy mit der xif- Ebene* d. h. der Ebene (E) im Punkte T 
teetomitet % w •** P * der Parameter des Umdrekungsparaboloids (P 2 ) oder des 
thnptsi+uitles der **- Ebene des elliptischen Paraboloids (P), gleich der Ent- 
/W*#*j/ des Punktes T ttm Sekeitetpuukte S des Paraboloids. 
tWw au^h uimbhAiiyiy von der bisher noch nicht ausgeführten Construction 
tlo* Scheitelpunkte* de* ftirab^lotds* Itest sich der Parameter p der zur Ebene 
v |0 «enkwchlen SchniU^v wenn von dem Paraboloid die drei Punkte A», 2? , 
l\.% wwb dervu ftvjevtuuieu 4> B % V «rf die Hauptebene (E) und das Drei- 
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eck AiBfin welches zu Eckpunkten die auf der Grenzfläche des zu construiren- 
den Paraboloids liegenden conjugirlen Punkte von A () , B () , C {) hat, das Dreieck 
AiBtCt nur der Grösse nach, gegeben sind, folgendermassen construiren: 

1) theile man durch gerade, durch die Eckpunkte des Dreiecks ABC 
in der Ebene (E) gezogene Linien die Seiten desselben im Verhältniss der 
Quadratwurzeln aus den Differenzen der Quadrate der Seiten der beiden 
Dreiecke ABC und AxBiC^ nämlich ^u:^t>:ju) (14.), welche Linien -4SI, 
2?33, CS wegen der Bedingung (13.) parallel sind; 

2) construire man mit den Quadratwurzeln aus den Differenzen der 
Quadrate der entsprechenden Seiten der beiden Dreiecke A {) B {) C und A x Bß^ 
nämlich y/tto, ]/t? , y'tro? in einer beliebigen Ebene das Dreieck DJE {) F , er- 
richte in den Eckpunkten desselben als Lothe die Projectionsperpendikel der 
Punkte A () , Z? , C„ auf eine zu den Linien -421, 2?33, CS senkrechte Ebene, 
DoDt^AqAl, E i) E i = B {) B^ M = ft C£ , und lege durch die Punkte D,, 
£,, F, die Ebene (C t ); 

3) construire man in der Ebene des Dreiecks D () , 2£ , F die drei 
Punkte D, E, F, welche von JD , E , F resp. die Entfernungen A^A» B { ß > 
C {) C haben und in einer zu den Verbindungslinien DJ), EJZ, F {) F senkrechten 
Linie (G) liegen, und lege durch diese Gerade (G) die zur Ebene D t) E F 
senkrechte Ebene (ß); 

■ 

4) fälle man vom Mittelpunkte M des dem Dreieck D^E^ um- 
schriebenen Kreises Lothe auf die Ebene (ß,) und auf die Durchschnittsgerade 
der beiden Ebenen (Si) und Z> () £ F , welche resp. die Ebene (6) und die 
Gerade (G) in den Punkten T und S treffen mögen, so ist TS der gesuchte 
Parameter p' des Paraboloids. 

Der Parameter ri der der Ebene (E) parallelen Schnitte des Paraboloids 
ergiebt sich einfach aus p vermittelst der Proportion (18.): 

n':p' = {A {) BM':{D {) E {) F {) )\ 

Hieran schliesst sich beim elliptischen Paraboloid folgende Construction 
des Scheitelpunktes: Durch den Punkt S der geraden Linie (G) ist in der 
Ebene (<S) ein Punkt der Achse des Umdrehungsparaboloids {P 2 \ auf welchem 
die Punkte D 2 , 2? 2 , und F> liegen, bestimmt; man kann darum durch die 
Projection irgend eines dieser Punkte auf die Achse aus den bekannten Eigen- 
schaften der Subnormale und Subtangente der Parabel den Scheitelpunkt der- 
selben, d. h. auch des zugehörigen Umdrehungsparaboloids, wie folgt, finden : 

Von einem beliebigen der Punkte Z) 2 , E 2 oder F 2 , z.B. von Z) 2 , fälle 
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• 

man das Loth auf die Linie ST (vergl. 4)), es heisse D 2 D^ trage von D 3 
aus auf ST die Länge p' ab gleich TQ , verbinde Q mit D 2 und errichte in 
der Ebene QD Z D 2 auf QD 2 im Punkte Q das Loth, welches ST im Punkte 
R durchschneiden mag, so ist der Mittelpunkt S 2 der Linie RD 3 der Scheitel- 
punkt des Paraboloids (P 2 ): denn D 3 Q ist als Subnormale gleich dem Parameter 
p und Z) 3 Ä als Subtangente der durch die Ebene QD 3 D 2 bestimmten Parabel 
doppelt so gross als S 2 D 3 , die Entfernung des Scheitelpunktes vom Fuss- 
punkte des von einem Punkte D 2 des Umdrehungsparaboloids auf die Achse 
gefällten Lothes D 2 D 3 . 

Nunmehr kommen die beiden Paraboloide (P^ und (P 2 ) in deu x-Co- 
ordinaten, d. h. in allen in der Richtung der Achse gemessenen Distanzen 
entsprechender Punkte überein, darum ist D 3 S 2 zugleich die Entfernung des 
Fusspunktes A 3 des von A {) auf die Achse des Paraboloids (P) gefällten Lothes 
vom Scheitelpunkte (S () ) dieses Paraboloids. 

Endlich die Achse des Paraboloids (P), oder der Punkt, in welchem 
dieselbe die Ebene A^^Ci (vergl. 2)) durchschneidet, ergiebt sich aus der 
Lage des Mittelpunktes M' desjenigen dem Dreieck Alß'uCi umschriebenen 
Kegelschnittes, welcher zugleich die Projection des Durchschnittes der Ebene 
A {) B {) C {] mit dem Paraboloid (P) ist. Aus der gegenseitigen Beziehung der 
Punkte Aoi 2? , C (3.) und D 2 , E 2 , F 2 (22.) geht hervor, dass dieser Mittel- 
punkt M' dem Mittelpunkte üf des dem Dreieck D E F {) umschriebenen Kreises, 
d. h. der Projection des Durchschnittes der Ebene D 2 E 2 F 2 mit dem Paraboloid 
(P 2 ) in der Richtung der Achse*) entspricht, also erstens dieselbe *-Coor- 
dinate hat, d. h. in derselben Höhe Aber die Ebene (E) als M () über (ß) liegt, 
und dass zweitens M' die Distanzen der s-Coordinaten der Punkte ^, -B (M 
Co in demselben Verhältnisse theilt als der Punkt M {) die Distanzen der z- 
Coordinaten der Punkte D , E {) , F . Hieraus lässt sich der Mittelpunkt M' leicht 
construiren. 

Bezeichnet man nunmehr die Projectionen der Punkte M' und M {) resp. 
auf die Ebene (E) und (ß) durch N' und iY,, so verhalten sich die Abstände 
der Achsen der beiden Paraboloide (P) und (P 2 ) von N' und iV () , wie die 
y-Coordinaten der entsprechenden Punkte beider Flächen, d. h. wie n:p oder 
^n'i^p'y woraus die Lage der Achse hervorgehl. 



*) Die Projectionen der ebenen Schnitte eines beliebigen Paraboloids auf eine 
zur Achse senkrechte Ebene sind ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte,, die 
Projectionen der Schnitte des Umdrehungsparaboloids Kreise. 
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Man erhält durch eine ganz analoge Conslruction den Parameter der 
#*-Ebene und den Scheitelpunkt des hyperbolischen Paraboloids 

x n p tn 

wenn man von dem gleichseitig-hyperbolischen Paraboloid 

(Pi) y 2 -* 2 = 2j/* 

als Hilfsfläche ausgeht, welches sich aus dem allgemeinen Paraboloid (P) er- 
giebt, indem man mit unveränderter Beibehaltung der x- und s-Coordinaten, 

die y-Coordinaten mit — multiplicirt. Die Gleichungen (22.) für die den 

Punkten ^,, J5 , C {) von (i° f ) entsprechenden Punkte D 2 , JE 2 , F 2 von (J° 2 ) be- 
halten ihre frühere Form : nur die Beziehungsgleichungen zwischen den Grössen 
a ? ßy 7 werden: 

ß*-f = 2a, /3i-yi = 2a 1 , /3|-tf = 2«.. 

Es sei nunmehr die Gleichung der durch die Punkte Z) 2 , JE 2 , F 2 ge- 
legten Ebene (ö 2 ): 

^Lr+Jfy + C* = Z>, 

so wird die Projection des Durchschnittes dieser Ebene mit dem Paraboloid (P 2 ) : 

x = 0, Ä (y 7 - * 2 ) = 2p' (D - J5y - Ca), 

d. h. eine gleichseitige Hyperbel, deren Mittelpunkt Mo die Coordinaten 

OB t C f 

» v = —äp> * = ~äp> 

also vom Scheitelpunkte S', dem Anfangspunkte der Coordinaten, die Entfernung 

~ A 

hat, woraus sich ergiebt 

(30) p '=m?= ec **'> 

wenn man den Winkel der Ebene (Ö 2 ) mit der ys-Ebene durch cp f bezeichnet: 
dasselbe Resultat wie in Gleichung (29.). Um aber zu den Punkten Z> 2 , E 2 , 
F 2 (vergl. S. 258) zu gelangen, hat man hier ein Dreieck zu Grunde zu legen, 
welches zu Seiten hat die Quadratwurzeln aus 

u= «1,-2« =p , M-(hy+(y l -r>n 
(3i.) { v= t> -2v = P i m-ßf+(r2-rn 

W= «,,-2» =p'[(ß -ßtf+ty -y,n 
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welche übereinkommen mit den Projectionen der Seiten des Dreiecks D 2 E 2 F 2 
auf eine zur Achse senkrechte Ebene. 

Von diesem Dreieck D {) E {) F {n welches zu Seiten hat ^oj+al— 2a 2 , 



y^o+61 — 26 2 , y'cg+cj — 2c 2 , ausgehend, construirt man wie früher (S. 261) 
zuerst die gerade Linie (G), dann Jlf/„ den Mittelpunkt derjenigen dem Drei- x 
eck D () E {) F () umschriebenen gleichseitigen Hyperbel, deren reelle Achse der 
Geraden (G) parallel ist, und weiter verfolgt man Schritt für Schritt denselben 
Weg als früher, um zuerst zu p, dann zu einem Punkte der Achse und end- 
lich zum Scheitelpunkt des Paraboloids (f) zu gelangen. 

Es bleibt nun noch übrig, den Parameter p durch die ursprünglich 
gegebenen Grössen, nämlich die Seiten der Dreiecke A^B^C^ AiBtC^ ABC 
und die Lothe von den Punkten A^ Ä , C () auf die Ebene (JE), £, £ M £ 2 , aus- 
zudrücken. 

Weil die Ebene (@ 2 ) durch die Punkte Z> 2 , JE 2 ,F 2 (22.) geht, so findet 
zwischen den Constanten A, B, C ihrer Gleichung die Beziehung statt: 

A:B:C = J 2 (x):J 2 (y):J 2 (z)^ 

wo 4 2 (x), 4 2 {y\ 4 2 {z) die Projectionen des Dreiecks D 2 E 2 F 2 auf die yz- 
zx-, sry-Ebene bedeuten. Diese Dreiecke sind bekannt; denn weil die Quadrate 
der Seiten des Dreiecks D 2 E 2 F 2 sind ife, e 2 , u> 2 (23.), so sind die Quadrate 
der Seiten des Dreiecks A 2 {x) für den Fall des elliptischen Paraboloids i^, 
<? , t0 o und beim hyperbolischen Paraboloid «o— 2u, e { )—2v, t0 o — 2i0 (31.): 
ferner sind die Quadrate der Seiten des Dreiecks 4 2 (y): 

V 
V 

v 
und endlich des Dreiecks J 2 (s): 

m\« 2 -af+pXß 2 -ßf = b'-^-t, 
m\a - ai f+p\ß -ß t f = c'-^-' W , 

P 

also mit Berücksichtigung der Gleichungen (17.) und (18.) als bekannt anzusehen; 
demgemäss ist auch der Werth von 
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, (380 «t» - flfet - ^.(J+UW)' C= Clgy1 
sofort durch die gegebenen Grössen auszudrücken. 

Endlich die Entfernung des Mittelpunktes M des dem Dreieck D EJ? Q 
umschriebenen Kreises von der Ebene (25) ergiebt sich durch die Gleichung 

und ebenso wird beim hyperbolischen Paraboloid die Entfernung des Mittel- 
punktes derjenigen dem Dreieck D^F^ umschriebenen gleichseitigen Hyperbel, 
deren reelle Achse der Ebene (E) parallel ist, 

r<u \ v - ugr+w-ux+rcw+u-rK+wcu+r-w)!;, 

wo )/l7, ]/F, ]f\V als Seiten des Dreiecks D E F durch die Gleichungen (31.) 
definirt sind, d. h. dieselben Werthe haben, wie |/fiu, ]/r , yW (11.) beim 
elliptischen' Paraboloid, wenn man das Zeichen von p 2 unbeachtet lässt. 
Setzt man diese Werthe für / und ip> resp. für V und cp', in die Gleichungen 
(29.) und (30.) ein, so ergiebt sich p sowohl für das elliptische als für das 
hyperbolische Paraboloid durch die in der anfänglichen Aufgabe gegebenen 
Bestimmungsstücke ausgedrückt. 

Bezeichnet man den Zähler in den Ausdrücken für / und V durch Z, 
so dass also für das eine oder andere Paraboloid: 

IZ = Uufa+IDo— fllOC+Oufaü+Wü— 0u)Cl + «^(«U+0O— «\j)C2 
oder 
z = u{v+w-u)t+v(W+u-r)£ l +W(u+r-W)&, 

so ergiebt sich für die Annahme Z = 0, dass / und V unabhängig von dem 
Werthe von cp, bezüglich von </>', d. h. von der Neigung der Ebene ((£>) gegen 
die ys-Ebene oder die Achse des Paraboloids, folglich auch unabhängig von 
der Neigung der Ebene der ersten Basis A B C gegen die Ebene (JE) ver- 
schwinden, folglich auch p gleich Null wird, während das Verhältniss der Para- 
meter p' und vl 9 d. h. der Quadrate der Halbachsen der Flächenschnitte senkrecht 
zur Achse einen endlichen Werth beibehalten kann. In diesem Falle liegen 
die Mittelpunkte der Projectionen aller beliebigen Flächenschnitte auf eine zur 
Achse senkrechte Ebene zugleich auf der Ebene (25), und weil man in den 
Ausdrücken von Z, wie sich später zeigen wird, die Factoren £, £ M £ 2 ohne 
Aenderung des Werthes von Z durch die Factoren rj 9 fy, 972 ersetzen kann, 
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zugleich auf der s-Achse der Fläche, d. h. diese Projectionen sind concentrische 
(ähnliche und ähnlich liegende) Kegelschnitte : die Fläche wird also ein Cy linder. 

Wenn das Verhältniss von -^ (18.) gleich +1 wird, so werden die 

Flächenschnitte des Paraboloids senkrecht zur Achse Kreise oder gleichseitige 
Hyperbeln, die Fläche also wird 

1) ein elliptisches Umdrehungsparaboloid, wenn /u X) positiv ist, und J x , 
die Projection der ersten Basis auf eine zur. Achse senkrechte Ebene, zu Seiten 
hat fa, }/t>, yto. Die Fläche wird 

2) ein gleichseitig-hyperbolisches Paraboloid 9 wenn /u negativ ist, und 

die Seiten von J x die Längen haben yV- 2u ß )ft>o—2t> 9 yw —2w. 



Der Cylinder. 

§.14. Es seien A , 2? , C als Eckpunkte der ersten Basis beliebige 
Punkte des Cylinders 

(1.) -*i+^ = 1, 

n p 

und A k9 B t , C t als Eckpunkte der zweiten Basis die conjugirten Punkte des 
Grenzcylinders 

und zwar bestimmt durch die Gleichungen 

x = tnct = f , tx = mcti = f k , t x = nut* = f 2 ? 

(3.) Ao:\y = nß =17, B :)y=^nß l =ij M Cyi y = »/9 2 =%, 



und 



r sc = wmx, rx = iw«! , roj = fita 2 , 

ä = o, U = o, U = o, 



wo 



(5.) F+y 2 = #+tf = #4tf = 1 . 

Sind wie früher o,,, & , c,, und a n 6 19 Ct bezüglich die Seiten der 
ersten und zweiten Basis, und ist das Dreieck ABC mit den Seiten a 9 b ß e 
die Projection der ersten Basis auf die Ebene (E) des Grenzcylinders , so 
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dienen zur Bestimmung der Längen a, b, c die Gleichungen 

j a* = a>- (£-£)> = m 7 (« l --a 2 r+n*(ß l -ß 2 )\ 
(6.) 6* = 6S- (£-£ ) 2 = ^ («2-« ) 2 +* 2 (&-ß )\ 

( e» « cg - (£ -&)« = m* (a -a,)^ * 2 0» -ft)% 
während als gegeben anzunehmen sind die Werthe von o 2 ,, &J, cj and aj, 
&m c n welche mit denen in den Gleichungen (10.) des §. 13 übereinkommen; 
dasselbe gilt für die aus diesen Gleichungen herzuleitenden von n,, t? , t0 o 
nnd u 9 r>, w (§. 13, GH. (11.) und (12.)), und es ergiebt sich demnach auch 
hier zwischen den letzteren drei Grössen die Relation 

(7.) )/ti+i/t>+i/fi> = 0, d.h. p = 0. 

Um nunmehr die den Cylinder vom Paraboloid unterscheidende Bedingung zu 
erhalten, bilde man den im vorigen Paragraphen (Gl. 35) bei dem Schluss- 
werthe des Parameters p vorkommenden Ausdruck 

(8. ) Z = tfa (<?ü+«?ü— «ü) C+ »o (^o+«ü— <>o) £l+ ^o (tfc+ «o— «0u) & . 

Setzt man in diesen Ausdruck für «o, «? , i0 o bezüglich ihre Werthe ein: 

(9.) ^u = p 2 [0?2-/?) 2 +(y 2 --y) 2 ] = 2^(l-/3 2 /i-y 2 y), 

( «b =/> 2 [0? -Ä) 2 +(r -rO 2 ] = 2/> 2 (i-/? ft-y T i) 

und ebenso für £, £ n £ 2 die Werthe py, py n py 2 , so reducirt sich der 
Werth von Z auf Null; dasselbe gilt für den analog gebildeten Ausdruck 

(10.) Y = Hb(«u+i0<r- «ü)^+^ü(Wü+«ü— «ü)^i+^ü(«ü+«ü— «Po)%. 
Es dienen also die Gleichungen 

(11.) Z = und r=0, 

von denen die eine die andere bedingt, zur Unterscheidung des Cylinders und 
des Paraboloids, wie bereits gegen Ende des letzten Paragraphen bemerkt 
worden ist. Ebendaselbst ist auch bereits die geometrische Bedeutung dieser 
beiden Gleichungen (11.) dahin festgestellt worden, dass die Mittelpunkte aller 
Flächenschnitte des Cylinders auf der Achse liegen. 

Die Richtung der Achse des Cylinders ist auch hier durch die Glei- 
chungen 

(12.) u=p*{ß l -ß % )\ *=p*{ß*-ß)\ w=p*{ß-ßtf 

bestimmt, aus denen sich ergiebt 

(13.) (ßr-fä:(ßr-ß)'-(ß-ßO = i/«:yW«>. 

34* 
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Diese Gleichung lässt sich ebenfalls sofort aus den Beziehungen der 
beiden Dreiecke A^B^ und D 2 E 2 F 2 herleiten: weil nämlich für die Eck- 
punkte dieser Dreiecke die s-Coordinaten übereinstimmen, so verhalten sich 

ihre Projectionen auf die ys-Ebene, nämlich die Dreiecke J x und l/^- resp. 

IM 

T/ttt, wie die y-Coordinaten der entsprechenden Punkte, d. h. wie die Halb- 
achsen n und p. 

Den positiven Werthen von /u {) entspricht der elliptische Cy linder, den 
negativen Werthen von ^ der hyperbolische Cy linder. 

Die Construction der (unendlichen) Achse des Cylinders und der beiden 
Querachsen lässt sich in beiden Fällen ohne Schwierigkeit ausführen: 

1) Es sei flu positiv und UoV u> positiv, d. h. t*,,, r , w selbst positiv 
($.12, Gl. (31.))) so sind n 2 und p 2 beide positiv, d.h. wird die Fläche ein 
elliptischer Cy linder. Alsdann erhält man 

. zunächst, wie beim Paraboloid, in der Ebene (JE) die Richtung der 
Achse des Cylinders, indem man durch gerade, durch die Eckpunkte des Drei- 
ecks ABC gezogene Linien die Seiten desselben im Verhältniss der Quadrat- 
wurzeln aus den Differenzen der Quadrate der Seiten der beiden Dreiecke 
ABC und A i B i C l ^ nämlich |/ti : |/r : j/tr, theilt, welche Linien A%^ 2?S, C(£ 
wegen der Bedingung (7.) einander parallel sind; 

alsdann construire man mit den Quadratwurzeln aus den Differenzen 
der Quadrate der entsprechenden Seiten der beiden Dreiecke A B C [) und 
Aßfi^ nämlich y^, |te , j/tru, in einer beliebigen Ebene das Dreieck DJE^, 
so ist der Radius r des diesem Dreieck umschriebenen Kreises die kleine 
Querachse (p) des elliptischen Cylinders, welche eine zur Ebene (E) senkrechte 
Lage erhält; 

femer ziehe man in der Ebene des Dreiecks DJS^ durch den Mittel- 
punkt M des diesem Dreieck umschriebenen Kreises diejenige gerade Linie, 
deren Entfernungen von den Endpunkten D , JE , F , nämlich D Ü D, E E, 
F F 9 bezüglich gleich sind den Linien A^A 9 B B, C C 9 welche Construction 
durch die Bedingung Z = ermöglicht wird, und projicire die Eckpunkte des 
Dreiecks ABC auf eine zur Achse senkrechte Linie in den Punkten Ä 9 B\ C: 

so ergiebt sich n, die grosse Querachse des Cylinders, welche also 
in die Ebene (JE) zu liegen kommt, durch die Proportion: 

n:r l) = EF:B'C'(=FD:C'A'=DE:A'B'), 
und M', der Punkt, in welchem die unendliche Achse des Cylinders die 
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Ist p 2 negativ, d. h. (C) ein hyperbolischer Cylinder, so wird die Hilfs- 
fläche (C 2 ) anter Festhaltung der früheren Beziehungen von (C) und (C 2 ) ein 
gleichseitig -hyperbolischer Cylinder, im Uebrigen bleibt Alles ungeändert, ausser 
dass sich für die Quadrate der Seiten der Projection des Dreiecks D 2 E 2 F 2 
auf die yz-Ebene andere Ausdrücke ergeben, nämlich (vergl. §. 13, Gl. (31.)) 

(17.) F„ Dl = p 2 [(&-/? f+fa-r )*} = *o-2t> = V y 

d.h. 

Z=J7(F+W^ü r )C+F(W+^-F)^ + fr(^+F-W r )C2 = 
und 

r = ü(F+fr-^)i ? +F(fF+^F)i ?1 + »r(J7+F--fF)^ = 

(vergl. §. 13, Gl. (35.)) bedeuten ebenfalls, dass der Mittelpunkt des Durch- 
schnittes der Hilfsfläche (C 2 ) mit der Ebene des Dreiecks D 2 E 2 F 2 , folglich 
auch des Durchschnittes des Cylinders (C) mit der Ebene der ersten Basis 
AJBJJo, auf der Achse des Cylinders liegt. 

Mit Bezugnahme auf die Eigenschaft des Cylinders, dass alle ebenen 
Schnitte desselben auf eine zur Achse senkrechte Ebene nicht bloss concentrisch 
sondern auch congruent sind, kann man aus der Hilfsfläche sofort die Halb- 
achsen der Schnitte von (C) senkrecht zur Achse herleiten: weil nämlich die 
Cylinder (C) und (C 2 ) in den ä - Coordinaten übereinkommen, so ist entweder 
der Radius der Kreisschnitie von (C 2 ) zugleich die kleine Achse der zur Achse 
senkrechten Schnitte. des (elliptischen) Cylinders (C), oder das Quadrat der 
Achse der gleichseitigen Hyperbelschnitte von (C 2 ) zugleich, abgesehen vom 
Vorzeichen, das Quadrat der imaginären Achse der zur Achse senkrechten Schnitte 
des (hyperbolischen) Cylinders (C 2 ), nämlich 

(18.) rS = ^, resp. rf--^, 

wo M das 16 fache Quadrat des Flächeninhalts des aus den Seiten ]/{/, yT, 
yW gebildeten Dreiecks D E {) F bedeutet. 

Dasselbe Resultat ergiebt sich aus der Umformung der Determinante 
fi oder M nach der früher bereits wiederholt zur Anwendung gekommenen 
Methode (vergl. §.12, Gl. (13.) und §.13, Gl. (25.)); behandelt man diese 
Determinante wie in §.13, Gl. (18.), so gelangt man zu demselben Resultate 
wie dort, nämlich dass 

( 19.) ^WW. 
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Diese Gleichung lässt sich ebenfalls sofort aus den Beziehungen der 
beiden Dreiecke A B {) C und D 2 E 2 F 2 herleiten: weil nämlich für die Eck- 
punkte dieser Dreiecke die s-Coordinaten übereinstimmen, so verhalten sich 

ihre Projectionen auf die ys-Ebene, nämlich die Dreiecke J x und Vj^ resp. 

IM 

T/ttt, wie die y-Coordinaten der entsprechenden Punkte, d. h. wie die Halb- 
achsen n und p. 

Den positiven Werthen von fi entspricht der elliptische Cy linder, den 
negativen Werthen von ^ der hyperbolische Cy linder. 

Die Construction der (unendlichen) Achse des Cylinders und der beiden 
Querachsen lässt sich in beiden Fällen ohne Schwierigkeit ausführen: 

1) Es sei flu positiv und tfuioffu positiv, d. h. #u, r ü5 tc selbst positiv 
($.12, Gl. (31.)), so sind n 2 und p 2 beide positiv, d.h. wird die Fläche ein 
elliptischer Cy linder. Alsdann erhält man 

. zunächst, wie beim Paraboloid, in der Ebene (JE) die Richtung der 
Achse des Cylinders, indem man durch gerade, durch die Eckpunkte des Drei- 
ecks ABC gezogene Linien die Seiten desselben im Verhältniss der Quadrat- 
wurzeln aus den Differenzen der Quadrate der Seiten der beiden Dreiecke 
ABC und Aß fi^ nämlich )/ti : /e : /tt?, theilt, welche Linien A%, 2?S, CS 
wegen der Bedingung (7.) einander parallel sind; 

alsdann construire man mit den Quadratwurzeln aus den Differenzen 
der Quadrate der entsprechenden Seiten der beiden Dreiecke A^B^ und 
Aßfin nämlich ^, ]/v , )/w , in einer beliebigen Ebene das Dreieck DJEJ? Q i 
so ist der Radius r des diesem Dreieck umschriebenen Kreises die kleine 
Querachse (p) des elliptischen Cylinders, welche eine zur Ebene (E) senkrechte 
Lage erhält; 

ferner ziehe man in der Ebene des Dreiecks DoE F () durch den Mittel- 
punkt üf des diesem Dreieck umschriebenen Kreises diejenige gerade Linie, 
deren Entfernungen von den Endpunkten Z) , 2? , F , nämlich D D, E E, 
F F 9 bezüglich gleich sind den Linien A^A, B B 9 C C, welche Construction 
durch die Bedingung Z = ermöglicht wird, und projicire die Eckpunkte des 
Dreiecks ABC auf eine zur Achse senkrechte Linie in den Punkten Ä,ß y C: 

so ergiebt sich n, die grosse Querachse des Cylinders, welche also 
in die Ebene (E) zu liegen kommt, durch die Proportion: 

n:r = EF:B'C'(= FD.C'A =DE:A'B'), 
und M', der Punkt, in welchem die unendliche Achse des Cylinders die 
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Gerade ÄB'C durchschneidet, theilt die Distanzen der Punkte Ä, B f , C in 
demselben Verhältniss, in welchem M, die Projection von M auf die Linie 
DEF, die Distanzen der entsprechenden Punkte D, E, F theilt. 

2) Es sei fi negativ und UuV {) w {) positiv, d. h. p 2 negativ und n 7 
positiv, so wird die Fläche ein hyperbolischer Cy linder, dessen reelle Achse 
in der Ebene (JE) liegt, oder es sei f* negativ und u^v^Wo negativ, d.h. p 2 
positiv und n 2 negativ, so wird die Flache ein hyperbolischer Cylinder, dessen 
reelle Achse die Ebene (E) senkrecht durchschneidet, alsdann hat man die 
eben angeführte Construction nur darin zu ändern, dass man nicht aus den 
Seiten ]/tiu, ]/f?u, ]fw ein Dreieck construirt, sondern aus den Seiten 



}/«() — 2m = yaS+aJ— 2a 2 , 
fi^Tv = yb 2 +b 2 ^2b\ 

yw —2w = i/cj+c]— 2c 2 , 

und diesem Dreieck anstatt des Kreises diejenige gleichseitige Hyperbel um- 
schreibt, deren eine Hauptachse durch die Linie DEF dargestellt wird, und 
zwar, wenn «m^itu positiv ist, die reelle Achse, wenn dagegen u^v^Wo negativ 
ist, die imaginäre Achse. 

Ist /Ju (bezüglich Jlf) gleich 16^, so wird das Verhältniss der Quadrate 
der Querachsen, abgesehen vom Vorzeichen, gleich 1, d. h. die Fläche ein Kreis- 
cylinder oder ein gleichseitig -hyperbolischer Cylinder. 

§. 15. Die bisher von der Betrachtung ausgeschlossene Annahme, dass 
fi und /*„ zugleich verschwinden, fährt (S. 256) zum parabolischen Cylinder. 
Wenn die Eckpunkte A , 2? , C der ersten Basis auf einem solchen Cylinder 

angenommen sind, wo />' = — (S. 252), und A^ 2? M C x , die Eckpunkte der 

¥19 

zweiten Basis, als die conjugirten Punkte auf dem Grenzcylinder 

und zwar, wie bekannt, die correspondirenden Ecken beider Basen auf par- 
allelen, zur Ebene des Grenzcylinders senkrechten Ebenen, so ergiebt sich, 
dass die senkrechte Projection der ersten Basis auf die Ebene der zweiten, — 
das Dreieck ABC, — congruent und gleichliegend ist der zweiten Basis. 

Die Richtung der Hauptachsen wird bestimmt durch die Proportion 

a 1 -a 2 :a 2 -a:a-a 1 = ^ 2 -g:g-^ 2 :^ 2 -^, 
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wo die Grössen a und £ dieselbe Bedeutung haben als früher (S. 252). Aach 
der Parameter p' ergiebt sich durch Entwickelungen , welche sich denen in 
§.13 anschliessen lassen. Man erhält nämlich, unter Beibehaltung der daselbst 
eingeführten Bezeichnungen: 

fio = <%-al = (&—&)% 

€* = «-« = (&--£)% 

und weil die Punkte A , B , C^ auf dem parabolischen Cylinder liegen: 

«o = 2(ji , f 1 +p'fe-C&), 

•6 = 2(p'$+j/ft-££ 1 ). 
Bildet man jetzt die Determinante 

«>0, 0, n, = 8 



ZUoQQtVo = 



*nx>9 <n)i* *nn 

**10 9 **in ^12 

«20, 021} *(» 



WO 



so ergiebt sich 



d. h. 



*i=Jt f fi.l+p'i.&-6&, also rf tf = 0, 



llo^o^o = l6p n .J$. 

Dnrch diese Gleichung ist p 9 9 der Parameter des parabolischen Cylinders, be- 
stimmt, weil J r , die Projection der ersten Basis auf die <r*-Ebene 9 welche 
durch die bereits construirte Achsenrichtung in ihrer Lage bekannt ist, sowie 
«u? «09 Wo als gegebene Grössen zu betrachten sind. 

Berlin, 1870. 
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Ueber eine Darstellung des Kreisbogens, des 
Logarithmus und des elliptischen Integrales erster 

Art durch unendliche Producte. 

(Vorgetragen in der Sitsung der math.-pbys. Klasse der K. Bayr. Akademie d. W. am 9. November 1867.) 

(Von Herrn Ludwig Seidel in München.) 



1. 

JLlie Functionen arccosa; and logx sind einer Darstellung durch un- 
endliche Producte fähig, auf die man, soviel ich weiss, noch nicht aufmerksam 
geworden ist, obgleich sie vor anderen Darstellungen, ausser ihrer höchst 
einfachen Ableitung, gewisse auszeichnende Eigenschaften voraus hat. 

Wenn man die Gleichung 

ßina . ein 4 a 
= COSi« , 

m mal anwendet, indem man stets den rechts stehenden Quotienten wieder 
transformirt, so ergiekt sich 

CK 

sin« 111 a 2 m 

= cos4acoslacos£a...cos~- , 

Lässt man hier m aber alle Grenzen wachsen, und ist festgestellt (was eigent- 
lich Sache des Uebereinkommens aber die Einheit der Kreisbogen ist), dass 
das Verhältniss eines unendlich abnehmenden Arcus zu seinem Sinus Eins 
zur Grenze hat, so erhält man sofort 

sin« 

co8£acos£aco8£.a... in inf. 

Die verschiedenen rechts auftretenden trigonometrischen Functionen sind aber 
algebraisch durch eine einzige darstellbar. Setzt man 

cosa = x 
und 

n. * 

COS^: = X ry 
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00 ist nebmlicb 



etc. , 
und man hat nach dieser Bezeichnung 

(IL) arccosx =- — = 



*.*«*• 



Die Con vergenz der Wurzeln a?, , x, , ... gegen die Einheit ist so 
rasch, dass man z. B. mit x = den Werth von \ogn auf fünf Decimalen 
genau erhält ans der Berechnung von acht Facloren des Nenners, deren Loga- 
rithmen sich fast ä vne der Reihe nach hinschreiben lassen, wenn man Tafeln 
hat, die (wie die Wüisleimschen oder auch die Amgustschen Additions-Loga- 
rithmen) für echte Brüche x den log(l-j-ar) zum Argumente logx sogleich 
geben. — Die Convergenz des Walligsehen Productes für n ist ohne Vergleich 
langsamer; übrigens bietet unser Product, welches zu gegebenen goniometri- 
schen Functionen den Bogen darstellt, mit dem bekannten anderen, welches 
umgekehrt den Sinus durch eine Reihe algebraisch vom Bogen abhängiger 
Factoren ausdrückt, die bemerkenswerthe Analogie, dass nach beiden das Ver- 

hältniss eine Formel von besonders einfacher Gesetzmässigkeit erhält. 

Das theoretische Interesse der Gleichung (II.) liegt vornehmlich darin, 
dass sie den zu gegebenem Cosinus gehörigen Bogen in seiner ganzen Viel- 
deutigkeit darstellt In der That ergiebt sich unserer Ableitung nach die 
nehmliche Formel, man mag unter a von den verschiedenen zum cosa = & 
gehörigen Arcus verstehen, welchen man will. Nur fallen, je nach Ver- 
schiedenheit der Wahl, die Vorzeichen bestimmter x r und in Folge dessen 
auch die absoluten Werth e der später kommenden a? r+1 , x r+? , ... verschieden 
aus. Umgekehrt ist es erlaubt zur Herstellung des Ausdrucks (II.) jede ein- 
zelne der Grössen x r = yi(l+av-i) (sowie auch die y'l— x 1 ) nach Belieben 
positiv oder negativ zu wählen, — mit der einzigen Beschränkung, dass von 
irgend welcher Stelle ab alle späteren x positiv genommen werden müssen. 
Diese Einschränkung (begründet in der Bedeutung der x r als Cosinus von 
Bogen, die zuletzt unendlich klein werden) ist nehmlich unerlässliche Bedingung 
für die Convergenz des unendlichen Productes x i x 2 x i ... gegen einen von 
Null verschiedenen Werth: sie wird also durch die Form der Gleichung (II.) 
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von selbst vorgeschrieben. So oft man demnach ausser dem Vorzeichen von 

yi— x 2 noch diejenigen einer endlichen Anzahl der Xyx*... nach Belieben 
feststellt, erhalt man aus (IL) Einen der unendlich vielen Werthe von arccosa^ — 
bei jeder Disposition über die Doppeizeichen einen anderen, — und nur dann 
den absolut kleinsten, zwischen ±n gelegenen Bogen a<j, (dessen Vorzeichen 

mit demjenigen seines Sinus j/t— x 2 übereinstimmt), wenn man alle Grössen 
x t x 2 ... positiv nimmt. In dieser Beziehung beweist man leicht folgende all- 
gemeine Regel: Bezeichnet A den absoluten Werth von a , d. h. den kleinsten 
positiven Werth von arccos^ und sind x a , x b9 x C9 ...x 8 , x t (geordnet nach 
steigenden Indices, und in endlicher Anzahl gegeben) diejenigen unter den 
Grössen x t , x 2 , ..., welche man negativ nehmen will, so giebt bei dieser 
Disposition die Gleichung (II.) für den Arcus den Werth 

a = ±(A-2 a n + 2 b n-2 c n+...±2 f n), 
wo in den Klammern die Zeichen beständig wechseln, und vor denselben das- 
jenige von a» oder von /l— x 2 massgebend ist*). So zum Beispiel, falls 
x = —7/ö gesetzt und auch /l— a? 2 negativ angenommen wird, findet man den 

Werth a =— — , wenn a^, a? 2 , ... alle positiv bestimmt werden, dagegen 

den Werth 22,7765... = -j- = —-j-+8ti, wenn man unter den letzteren 

Grössen noch #3, und zwar diese allein, negativ wählt. 

In so ferne die charakteristische Vieldeutigkeit der Transscendenten 
arccosx in ihrem ganzen Umfange sich wiedergegeben findet durch algebraische 
Vieldeutigkeit der Formel (IL), — während die bekannten Ausdrücke durch 
Reihen (die auch nicht so allgemein convergiren) dem Bogen seine auszeichnendste 
Eigenschaft abstreifen, — ist man berechtigt zu sagen, dass das unendliche 
Product einen der Natur dieser Function mehr accommodalen Ausdruck ab- 
giebt, als die Reihen**). 



*) Will man die Regel umkehren, um direct diejenige Wahl der Vorzeichen zu 
erkennen, die der Differenz a — a einen vorgeschriebenen Werth +2wm giebt, so ist 
zu beachten, dass jede ganze Zahl (hier die gerade 2m) auf zwei verschiedene Arten 

in die Form V— 2*-\ (nach fallenden Potenzen von 2 geordnet) sich bringen lässt 

Jede der beiden Darstellungen erhält man aus der anderen, wenn man in dieser statt 
des letzten Gliedes +2" den Ausdruck setzt +(2" +1 — 2 a ) ; und die Wahl ist unter 
beiden so zu treffen, dass das niedrigste Glied von a— a =+2mn entgegengesetztes 

Vorzeichen erhält mit a , oder mit yi — o?*- 

**) Wenn man in (IL) x =0 setzt, und den Werth, welchen der Ausdruck bei 
einer beliebigen Disposition über die Zeichen erhält, dividirt durch denjenigen, welcher 

35* 
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2. 

Die analoge Formel für den Logarithmus erhält man aus (II.) unmittelbar 

mittelst der Substitution « = tlogy, oder # = i(yH — )• Will man diesen 

Uebergang nicht machen, etwa in der Absicht den Zusammenhang, der zwischen 
beiderlei Arten von Functionen durch das Imaginäre statt findet, selbst aus 
der Uebereinstimmung der zwei unendlichen Producte zu erweisen, so benutzt 
man die Formel 

y-y- 1 = ftM-jrW-srV 

welche, wiederholt auf sich selbst angewendet, giebt 

y-y- 1 - (yKy~h(y^+y~h(yKy~h---(y Vm +y~ Tm Hy* i -y~n, 

und erhält, indem man mit den beiden Termen dieser Gleichung in die bei- 
den Seiten der Gleichung logy = 2 m logy 2m dividirt: 

logy 11 1 logy 2 "* 

i(y 2 +y n y % -y * 

Lässt man jetzt m aber alle Grenzen wachsen, so nähert sich y 2 " schliesslich 
der Eins, vorausgesetzt, dass y positiv ist, und dass man den gebrochenen 
Potenzen dieser Grösse ihre reellen positiven Werthe beilegt. Setzt man 

y 2 " = l+£ (wo £ + sein kann), so geht der letzte Factor zur Rechten über 
in die Form 2 t \ X*P deren Grenzwerth, für unendlich abnehmende £, 

einzufahren ist. Dieser Werth ist \ M, wenn man mit M, unter Voraussetzung 
dass der reelle Werth des Logarithmus festgehalten wird, die Grenze von 

og l "» ^ (d. i. den Modulus des Logarithmen -Systems) bezeichnet. (Die 

Existenz der so definirten Constanten M lässt sich leicht ohne Anwendung 
unendlicher Reihen erweisen). Hiernach geht unsere Gleichung für unend- 
lich grosse m über in die Form 

(111.) logy = y — — r y — ^T t — ^T 

*(y 2 +y 2 ).*Cy 4 +y 4 M(y 8 +y «)...minf. 



lauter positiven Zeichen entspricht, so repräsentirt der Quotient alle ungeraden Zahlen; 
man erhält daher einen Ausdruck für alle ganzen Zahlen, wenn man noch +1 hinzu- 
fügt und halbirt Dasselbe lässt sich auch auf etwas andere Art erreichen. 
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Der Ausdruck convergirt unmittelbar, und rasch, für das ganze reelle Gebiet 
der Logarithmen und zeichnet sich dadurch aus vor anderen Darstellungen 
derselben Function. Das natürliche Logarithmen -System charakterisirt sich 
dabei durch den Werth 1 des Factors M; für jedes andere System kann der 
Werth dieser Constanten, wenn etwa statt seiner der Werth des Logarithmus 
irgend einer bestimmten Zahl vorgeschrieben ist, selbst aus der Gleichung 
(III.) gefunden werden. Diese Gleichung spricht auch direct gewisse fun- 
damentale Eigenschaften der Logarithmen aus: unter Anderem lässt sie er- 
kennen, dass bei unendlich wachsendem oder unendlich abnehmendem y der 
Logarithmus unendlich klein bleibt gegen jede noch so niedrige positive oder 
resp. negative Potenz von y. Denn weil im Nenner die Summe der Ex- 
ponenten gleichen Vorzeichens, *+i+£H — , gegen Eins selbst convergirt, 
so gehört der Ausdruck logy im einen wie im anderen Falle keiner Ordnung 

von y oder — mehr an, deren Exponent noch so wenig von Null verschieden 

wäre. — Die imaginäre Vieldeutigkeit des Logarithmus wird durch unsere 
Ableitung der Gleichung (III.) nicht unmittelbar evident: sie tritt aber aus der 
(reellen) Vieldeutigkeit des Ausdruckes in (II.) sofort hervor, wie die Con- 
cordanz zwischen beiden erkannt worden ist. Setzt man nehmlich in (III.) 
zur Abkürzung 

± (»* + »"*) = **> 

etc., 
so hat man, gerade so wie in (I.), allgemein 



Daher kann man auch umgekehrt die einzelnen Factoren des Productes in 
(II.) explicite ohne Häufung von Radicalen und ohne die algebraische Form 
aufzugeben, darstellen, wenn man zu dem dort gegebenen cosinus x die Hilfs- 

grösse y einführt, definirt durch die Gleichung j(jH — ) = x. Zwar wird 

nach derselben, wenn x ein echter Bruch ist, y complex, aber die Werthe 



i 



x t = 4(y*+jf"*)i ••• * XmZ= l(y 2m +y 2m ) bleiben 'reell. Indessen würde der 
Ausdruck (II.) durch diese Substitution an Klarheit verlieren, weil nach der- 
selben wohl die Vielheit der reellen Werthe jedes einzelnen Factors x r so- 
gleich zu erkennen, aber nicht mehr, wie aus den Gleichungen (I.), direct 
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tu ersehen wärt, dam ann jedem Factor, sobald der unmittelbar voraus- 
gebende bestimmt, ist. mmier dem 2' reellen Werthen. dem er aa and für sich 
Obig ist, aar mehr Eimern tob des beiden sich entgegengesetzten geben darf, 
die tmm Werth des vorausgehenden paaseu. 

Ffir die anareriscbe Anwendung der Gleichung (in.) bildet das gleich- 
zeitige Auftreten positiver aad negativer gebrocbeaer Potenzen von y in der- 
selben eine Unbequemlichkeit. Sie wird vermieden, wenn man die Factoren 
*,, xj, ... des Senners nach deai Algorithmus L; berechnet (indem man 
alle Wurzeln positiv nimmt): maa kau aber noch in (HI.) nach Belieben die 

negative* oder dfe positiven Poleuzen dadarch wegbringen, dass man den 

L L L 
Zahler mit j„ de« Neuner mit j 2 j 4 j*... eatweder mnltiplicirt oder dividirt, 

wodurch folgende Doppelgleiefcung eatsteht: 

_ *>-*) 






Jede tob beiden Formen isL immer aater Voraassetzang dass alle Wurzeln 
reell aad positiv genommen werden, brauchbar für alle positiven j. Wollte 
man sich denken« dass eine gaaie Reibe von Logarithmen erst zu berechnen 
wäre* so könnte man sich die Bildang unserer Prodncte noch sehr erleichtert 
denken durch eine HilfstafeL welche die Quadratwurzeln solcher Zahlen, die 
der 1 aahe liegen, direct ergäbe: man würde dann selbst für sehr grosse 
oder sehr kleine j nur einige wenige der ersten Wurzeln direct auszuziehen 

haben* weil die Grössen j~ sehr rasch gegen Eins convergiren. Zu den 
Gleichungen V U ' aad JÜ/ ist noch zu bemerken, dass in ihnen (vorausge- 
setzt man sei in Formel V H. A bis dahin vorgegangen, wo alle weiteren x 
positiv genommen werden) jeder folgende Factor des Nenners näher an 1 liegt, 
als die Quadratwurzel des unmittelbar vorausgehenden: nennt man diesen f, 

— I — H — +. .. 

$o liegt also das Product aller späteren näher an 1, als f 2 4 8 , d. h. als 
f selbst % sodass man an jeder Stelle genau weiss, wie viel höchstens durch 
die Vernachlässigung aller folgenden Factoren gefehlt werden kann. Unter 
den beiden Formen in (IV-) bat für jedes j die Eine noch die nehmliche 
Kigenschaft % und zwar diejenige, in welche die zu 1 addirten gebrochenen 
Poltuitu von y grösser ab 1 sind. Endlich beweist man auch, dass, wenn 
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einmal in Gleichung (II.) oder (III.) ein einzelner Factor f des Nenners von 
1 nur mehr um eine kleine Grösse „erster Ordnung 66 verschieden ist, alsdann 
unter der vorhin ausgesprochenen Voraussetzung bis auf Grössen „zweiter 

Ordnung 64 der nächstfolgende mit /*, der diesem folgende mit f 16 , etc., also 

8 

das Product aller späteren mit yf übereinstimmt. In den beiden Formen (IV.) 
dagegen ist unter gleichen Voraussetzungen der auf f folgende Factor bis auf 
kleine Grössen zweiter Ordnung gleich f\ der nächste gleich f*, etc. und 
das Product dieser aller gleich f selbst. Durch diese Bemerkung wird die 
numerische Anwendung der Formeln nx>ch wesentlich abgekürzt; wegen des 
Näheren beziehe ich mich auf die vollkommen analogen Erörterungen am 
Schlüsse dieses Aufsatzes. 



3. 

Das elliptische Integral erster Art theilt mit den Functionen Arcus und 
Logarithmus die Eigenschaft, sich halbiren zu lassen, — oder genauer gesagt 
die Eigenschaft, dass seine Hälfte wieder darstellbar ist als eine Function der 
ursprünglichen Art, gehörig zu einem Werthe der Veränderlichen, welcher 
aus dem gegebenen Anfangswerthe derselben algebraisch berechnet werden kann. 
Setzt man nach den bekannten Bezeichnungen 

« = 'W -/w 



so finden sich 



l=z ama, 

l 2 = am ^ti, 



, u 

^m = am TT— 

zu gegebenem X der Reihe nach durch ihre Sinus; man hat, wenn 



^ = >/l-& ? sinA 2 ist, 

. .o 2 sin 4 A* 

etc. 
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Durch Einfährang von Hilfswinkeln werden diese Ausdrücke bequemer: setzt 
man nehmlich (da k ein echter Bruch ist) 

ksxvkl = s\nA 9 
AsinAx = sin^i n 
ks\nl 2 — smA 2 , 



etc., 



so wird 



sinA 1 = 7—7, 

(VI.) { sinil2 = J»EH 

etc. 



ji %\T\±A 

smA 1 = — ?_, 

A %\to\A x 

etc. 



Da nun für ein sehr grosses m oder für ein sehr kleines l m das Verhältniss zwischen 

— = F(l m ) und l my oder auch das Verhältniss zwischen ^- und sinJl» sich 
der Einheit ohne Ende nähert, so hat man 

ii = FA = lim(2 m sinAJ. 

m=ao 

Dass diese Gleichung für die numerische Berechnung des Integrales sich ver- 
werthen lässt, aber mit Vortheil nur dann, wenn man den Kunstgriff einer 
besonderen Art von Interpolation von massigen Werthen auf das Unendliche 
hinzunimmt, findet man erörtert bei Schellbach, Lehre von den elliptischen 
Integralen etc. §§. 118 und 160, wo übrigens der Bogen k m statt seines" Sinus 
beibehalten ist. Man kann indess die Formel durch eine analoge Transformation 
wie die für die Herleitung der Gleichungen (II.) und (III.) benutzten, leicht in 
eine Gestalt überführen, in welcher sie bei zunehmendem m nicht mehr das 
Product eines unendlich wachsenden und eines unendlich abnehmenden Factors 
enthält, sondern dafür das einer wachsenden Zahl von Factoren, die nach 1 
convergiren. Denn es ist identisch *) 

Ckm . , . .281DA, 2sinA t 2sinA m 

2 m suU m = sml—^-r — r± -r-= — , 

sinA sin*, 8inA m _i 7 

und weil zugleich nach (VI.) 

28JD/1, i 

* sinA co&±kco8±A 



*) Natürlich könnte man, hier wie in den früheren Fällen, statt des Producte» 
eine Reihe bilden: das Gesetz wird aber einfacher bei dem Product. 
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ist, etc. so erhält man: 

^ ^ ' cos^Acos^^.cos^Ä, cos£^, .cos£Ä t co8^^... in inf. 

Zugleich hat man für das elliptische Integral zweiter Gattung, ebenfalls durch 
die wiederholte Halbirung (vergl. Schellbach §. 118) 

E{X) == F(i)-^(sinisin^ + 2sini 1 sini 2 2 + 4sini 2 sin^4--0 
= F(l)— (sinisin^/]+2sinil 1 sin^/2+4sini28in^+--), 

und eine ähnliche Gleichung kann für das Integral dritter Gattung aufgestellt 
werden (s. a. a. 0. §. 141.). 

Der Ausdruck zur Rechten in Gleichung (VII.) ist, abgesehen von der 
unendlichen Zahl seiner Factoren, eine algebraische Function von sinA, denn 
sin A und dann die sinus und cosinus der halbirlen Winkel, wie sie zur Be- 
rechnung von sinÄ,, sin^ gebraucht werden, etc. ergeben sich algebraisch 
aus jenem, sodass das ganze Product verwandten Charakter, nur complicirtere 
Gestalt hat, wie dasjenige in der Gleichung für arccos. Die trigonometrische 
Form ist nur eingeführt ihrer besseren Uebersichtlichkeit und zugleich der 
V ortheile halber, die sie für die numerische Rechnung gewährt. Mag man 
aber die algebraische Natur der vorkommenden Uebergänge ins Auge fassen, 
oder die trigonometrische Gestalt, in welcher sie erscheinen, so bemerkt man 
leicht, dass der Ausdruck (VII.) von F(X) unendliche Vieldeutigkeit in zweierlei 
Richtung hat, und dieser Umstand verleiht ihm sein Interesse. 

Die verschiedenen Grössen A, A x , A^ A 2 , A 7 , . . ., wie sie nach und 
nach in der Rechnung auftreten, werden durch ihre Sinus bestimmt. Um die 
Analogie schon von Anfang an herzustellen, können wir uns denken, dass 
auch von der ursprünglichen Grösse l eigentlich der Sinus das Gegebene sei, 
wie dies in der That der Fall ist, wenn das elliptische Integral ursprünglich 
mit der algebraischen Form der zu integrirenden Function vorlag. In der 
Rechnung treten nun zunächst auf sin \ l und cos |i; von diesen beiden Grössen 
ist die Summe der Quadrate bekannt, gleich 1, und das doppelte Product gleich 
sinA: es ist also klar, dass man nicht allein die Vorzeichen von beiden zu- 
gleich umkehren, sondern auch ihre beiderseitigen Werthe mit einander ver- 
tauschen kann, sodass jede von beiden Grössen vier Werthe im Ganzen hat. 
Die Zweideutigkeit des Vorzeichens hat auf die absoluten Werthe der weiter 
in der Rechnung auftretenden Grössen keinen Einfluss: sie entspricht der 
Doppeldeutigkeit des Radicales dl und braucht nicht weiter besprochen zu 
werden. Es bleibt also dann noch übrig, die Willkür in der Austheilung zweier 
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gegebenen Werthe zwischen sinAA und cosi^. Eine vollkommen analoge 
Willkur findet statt bei der Austheilung der zwei Zahlenwerthe von sin^A 
und cos^A, von welchen ebenfalls die Quadratsumme 1 und das doppelte 
Product ksml gegeben ist; man wird also (abgesehen vom Vorzeichen) be- 
reits vier gleich berechtigte Werthe für sinÄ, erhalten. Weil dabei sinA der 
Null näher liegt als sinil, so werden, wie man leicht erkennt, die absoluten 
Werthe des Paares für sin 4^ und cos£A eingeschlossen von denjenigen des 
Paares sin^A und cos^A. Wenn man daher dem sin£A nach Belieben einen 
seiner beiden Werthe zulheilt, zugleich aber für cos^A den (absolut genommen) 
grösseren der beiden hier zulässigen Werthe wählt, so erhält man nach (VI.) 
jedesmal echte Brüche für sinX 1 und sin-^, und die Rechnung kann mit jedem 
der beiden Werthe von sin^A im Gebiet reeller Grössen weiter geführt werden. 
Nimmt man dagegen für cos j^i den kleineren seiner beiden Werthe, d. i. 
den absolut kleinsten (und also für sin^A den absolut grössten) unter den vier 
Werthen von sin^A; cos£A, sin £ vi, cos$A, so werden, wie auch sin^A, cos£A 
gewählt sein mögen, sinÄ, und sin^ grösser als 1, daher sin£Aj, cos£Aj etc. 
complex, und man betritt damit das Feld des Imaginären, in welches man mit 
gleichem Rechte auch bei jedem späteren ähnlichen Uebergang (wieder auf 
zweierlei Art) ausbiegen kann. Während also die Doppelwahl, die schon in 
Bezug auf die Grössen sin £ k r , cos £ l r an unendlich vielen Stellen offen steht, 
für sich bereits zu einer unendlichen Anzahl (reeller) Werthe führt, tritt bei Be- 
nutzung der analogen Freiheit in Betreff der Grössen sm\A r , cos{A r auch 
in der zweiten (imaginären) Richtung die unendliche Mannigfaltigkeit hinzu, — 
sowie es der bekannten Natur der Function F(X) zukommt. Natürlich muss dabei 
vorbehalten werden die Erfüllung der Convergenzbedingung für das unendliche 
Product. In Bezug auf diese werde ich nun zeigen, dass sie dann immer 
und nur dann realisirt ist, wenn man die Regel einhält, wie auch die reellen 
oder complexen Werthe einer beliebigen Anzahl von Grössen sin/j, sinA?,... 
sinA m und sin^/,, $mA 2 , ... smA m am Anfang genommen worden sein mögen, 
von irgend einer, wenn auch noch so späten Stelle ab allen später auftreten- 
den sin|A m , sm\A m etc. unter den zwei zur Auswahl stehenden Werthen 
immer den vom kleineren Modulus, und dagegen den cos£A m , cos{A m etc. 
denjenigen vom grösseren Modulus zuzutheilen. Diese Vorschrift entspricht 
vollkommen der in §. 1 aufgestellten, nach welcher dort nur eine endliche 
Anzahl unter den Grössen x t , a^, ... negativ genommen werden durfte. 
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4. 

Für den Convergenzbeweis handelt es sich zunächst darum, die Moduln 
zweier aufeinander folgenden, im allgemeinen complexen Grössen sinÄ 2 und 
sinA' + i mit einander zu vergleichen. Da keine Verwechselung zu besorgen 
ist, werde ich hier die angehängten Indices weglassen, und einfach k, A statt 

X r , A r und l', A' statt i r+n A r+l schreiben. 
Es sei gegeben 

sin l 7 = q e 9 *, also sin A 2 = ä 2 q e*. 



Setzt man 



so findet sich 



2 



Hiernach ist 



und ebenso 



cosX 2 = ae^ 

o = j/l+p 2 — 2p cos y (positiv), 

2sin£A 2 = 1 — cosA = 1 — |/(7c 

= 1 — }/cr cos y — t'j/a sin -^ • 

(mod2sin|A 2 ) 2 = l+a-2|/<7cos^ 

(mod2cosi^ 2 ) 2 = l+cy+2|/acos^. 



2 

Das Product dieser beiden Grössen ist p 2 ; man hann nach Belieben die Eine 
oder die andere zur grösseren machen, da ty um 2n, also -~ umn nach Will- 
kür verändert werden darf. Wir nehmen, gemäss der bereits ausgesprochenen 
Forderung, an, dass man das dritte Glied in unserem letzten Ausdrucke wirklich 
positiv, also im vorausgehenden negativ macht: man hat dann 

(1.) (mod2cosi^ 2 ) 2 >l+a 
und folglich 

(2.) (mod2sinli 2 ) 2 < T ^ r . 

Vollkommen ahnliche Ungleichheiten bestehen für cos\A\ sin^^f 2 , nur dass 
in ihnen k l Q an die Stelle der Grösse q tritt (die auch auf den Werth von 
a influirt), weil sin A 1 = k 1 sin X 2 ist. 

er 2 liegt immer zwischen (1+p) 2 und (1— p) 2 ; für die positive Grösse 
a selbst stellt sich die unlere Schranke, auf die es hier ankommt, verschieden 
(weil sie immer positiv genommen werden muss) je nachdem q ^ 1 ist; in 
der weiteren Betrachtung müssen desshalb drei Hauptfälle getrennt werden. 

36* 
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Erster Fall. Es seien q und k 7 Q beide grösser als 1. Alsdann ist o 
grösser als (>— 1, oder 1-fa grösser als (? 9 man hat daher 

(mod2cos|i 2 ) 2 > q, 

(mod2sinii 2 ) 2 < p 
und ebenso 

(mod2cosi^ 2 ) 2 > k 2 Q. 

Folglich wird nach (VI.) 

und 

niodsinA' 2 << -r-, 

also 

modsin-<</' 2 <Z &. 

Es werden also, wenn man von den Grössen sinÄ 2 , sin.// 2 (deren Moduln q 
und k 2 (j waren) fibergeht zu den nächstfolgenden ähnlichen Grössen (die durch 
die Accente signirt sind) entweder die Moduln von beiden, oder doch gewiss 
der Modul von sin st' 2 zu echten Brächen gemacht, wodurch man von unserem 
ersten Falle entweder sogleich zum dritten, oder zum zweiten gelangt. 

Zweiter Fall. Es sei p>l aber ä 2 (><1. Hier hat man a>p— 1, 
dagegen die ahnliche bei der Betrachtung von cos£-^, sm^yl auftretende 
Grösse a'>l-A 2 (>. Folglich ist 

(mod2sin|i 2 ) 2 < q, 
(raod2cosi^) 2 > 2-Jfy 
und hiernach 

modsinA' 2 < ^ö^' 

Setzt man k 1 q, welches ein echter Bruch ist, gleich l—i, so ist der Ausdruck zur 
linken, d. h. die Grösse, welche jetzt an die Stelle von p tritt, kleiner als * , 

also umsomehr kleiner als , g , also hat sich durch den Uebergang zum nächst- 
folgenden l der Modul in einem stärkeren Verhältniss als in dem von 1 zum 
echten Bruch , verkleinert. Da nun, wenn man von hier wieder zum 

nächstfolgenden i" fibergeht, das nämliche sich wiederholt, nur an die Stelle 
von « = 1— k 7 Q jetzt etwas grösseres tritt, so muss bei dem neuen Uebergang 

der Modul wieder in einem stärkeren Verhältniss als dem' von 1 : . sich 
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verkleinern, und so fort, so dass jedenfalls nach einer endlichen Anzahl von 

Uebergängen man zum folgenden Falle gelangt. 

Dritter Fall. Es seien q und k 2 (j beide kleiner als 1. In diesem 

Falle ist ö>l—Q y also 

(inod2cos)A 2 ) 2 > 2-p, 

(mod2sin£A 2 ) 2 — Q% 



und ebenso 



also 



2- e 



(mod2cosi^f) 2 > 2-Ä 2 p, 



mod sin A' 2 



Da nun hier 2— (>>1 und 2 — Ar 2 ? >2— & 2 = 1+ft' 2 ist, so verkleinert sich 
also der Modul, wenn man von A zum nächstfolgenden A' übergeht, in stärkerem 

Verhältniss als in demjenigen von 1: a , und so bei jedem folgenden 

Uebergang weiter, sodass die Moduln der Grössen sinA 2 , sinA*, . . . und ebenso 
der Grössen srnyf, sin sl'\ . . . schneller abnehmen, als die Glieder einer con- 
vergirenden geometrischen Reihe. 

Wie man sieht, muss dieses Verhalten jedesmal zuletzt eintreten, wenn 
von gewisser Stelle an consequent die am Schiasse des vorigen Paragraphen 
ausgesprochene Vorschrift eingehalten wird: denn unser erster und zweiter 
Fall führen bei Fortsetzung der Operationen immer von selbst schliesslich auf 
den dritten *). 

Hiermit ist nun die Convergenz des unendlichen Productes gegen einen 
von Null verschiedenen Werth gesichert. Denn betrachtet man für sich die 
beiden unendlichen Producte 

cos£A cos^Aj... und cos^^i cos|^... 

oder lieber die Quadrate derselben 

(l-sin^Kl-siniA*)... 

und das analoge, so kann man, weil jedenfalls von gewisser Stelle an der 

letzte unserer Fälle gilt, in welchem mod sin £ A 2 < —t== <C 4- ist, von 

& y & — o ** 

*) Die ganz speciellen zwischen (I.) und (II.) oder zwischen (II.) und (III.) 
in der Mitte stehenden Fälle wo entweder q oder k*Q gerade 1 wäre, habe ich über- 
gangen; da sie keinerlei Schwierigkeit bieten. — Man bemerkt übrigens , dass die 
Schlüsse des gegenwärtigen Paragraphen sich auch unmittelbar auf den Fall erstrecken 
lassen, in welchem k* als complexe Grösse, mit einem Modul kleiner als 1, gegeben wäre. 
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dieser Stelle an die Logarithmen der einzelnen Factoren in convergirende 
Reihen entwickeln, und nach bekannten Betrachtungen ist die Gonvergenz des 
Productes gegen einen von Null verschiedenen Werlh sicher, wenn die Reihe 

raod sin £ l 2 + mod sin 1 1] + • • • 
convergirl. Da aber die Glieder derselben (von gewisser Stelle an), wie 
man bemerkt, sicher kleiner sind als die Hälften der aufeinanderfolgenden (j, 
und da diese letzteren eine Reihe bilden, die schliesslich schneller als eine 
gewisse geometrische convergirt, so folgt, was zu beweisen war. (Ganz 
ebenso auch für das Product mit den A.) 

Man kann endlich noch hinzufügen, dass, wenn man nicht von irgend 
welcher Stelle an consequent unsere Vorschrift einhalten wollte, d. h. wenn 
man unendlich oft von derselben abginge, die Divergenz des Ausdruckes in 
(VII.) nothwendige Folge sein würde. Denn derselbe kann einen von Null 
verschiedenen Werth nur darstellen, wenn die Factoren seines Nenners, also 
die Grössen cos£A r , cos^A r , etc. nach Grösse und „Richtung" die Einheit 
zur Grenze haben, wobei zugleich die sin£A r , s\n^A r sich zuletzt der Null 
nähern. Man muss also in dem Producte einen Abschnitt an so später Stelle 
machen können, dass hinter demselben kein einzelner Factor um mehr als eine 
beliebig kleine Grösse von 1 abweicht. War nun diese Bedingung bei einer 
beliebigen Reihe solcher Factoren erfüllt, und weicht man an der nächsten 
Stelle von unserer Regel ab, so muss man hier dem cos|A oder dem cos\A 
denjenigen Werth zutheilen, welcher nach unserer Vorschrift dem sin^A oder 
&\n%A zugekommen wäre; dieser aber hat (wenn die nächst vorhergehenden 
Factoren bereits sehr nahe mit 1 übereinstimmen) einen sehr kleinen Modul, 
sodass in (VII.) plötzlich wieder ein sehr grosser Factor auftreten würde. 
Unbeschadet der Convergenz kann dies beliebig oft geschehen, aber nicht 
unendlich oft; es muss also von irgend einer Stelle an unsere Regel auf- 
recht bleiben. 

5. 

Es ist noch die Art bemerkenswerth, wie das unendliche Product für 
F(k) die Eine Dimension der unendlichen Vielheit seiner Werlhe verliert, 
wenn k gleich oder gleich 1 wird. Im ersten Falle sind alle sin^/=0, man hat 
also unter to$\A und s\n\A die (absoluten) Werthe und 1 zu vertheilen. 
Wollte man aber auch nur Einmal dem Cosinus den kleineren Werth, 0, geben, 
um die reelle Bahn zu verlassen, so würde im Nenner des Ausdrucks (VII.) 
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ein Factor verschwinden und die Formel unbrauchbar machen. Es bleibt also 
in diesem Falle nur die reelle Vieldeutigkeit übrig. — Wenn dagegen * = 1 
ist, so sind alle sinA r = sin^ r . Wenn man nun an irgend einer Stelle nicht 
auch (den absoluten Werlhen nach) sm\l r = s\n%A r und cos£Ä r = cos%A r 
machen, sondern also sin£Ä r = cos^A r und cos £ k r = sin £ A r setzen wollte, 
so würde man erhalten sin Ä r4 , = sin A r+l = 1 ; hiermit hätte man nun für die 
Sinus und Cosinus der halbirten Winkel nicht ein Paar aus verschiedenen 

Werthen, sondern gleiche Werthe -^, und eben diesen Zahlenwerth würden 

auch die (Sinus und) Cosinus der Hälften aller späteren X und A annehmen, 
womit der Ausdruck (VII.) divergiren würde*). Man ist also im gegenwärtigen 
Falle genöthigl, die doppelte Alternative, welche sonst an jeder Stelle bei dem 
Uebergang von sinA, sin vi zu den Sinus und Cosinus der halben Winkel offen 
steht, auf eine einfache zu reduciren, da man überall bei A in gleichem Sinne 
wie bei X disponiren muss. Darnach behält der Ausdruck (abgesehen vom 
Doppelzeichen des Ganzen) einen einzigen reellen Werth, der sich ergiebt, 
wenn man überall die absoluten Werthe von cos^a, cos^A grösser nimmt 
als die der Sinus ; die einfach unendliche Vieldeutigkeit liegt hier ganz in 
imaginärer Richtung, weil man in diese sofort einlenkt, sowie auch nur Einmal 
der cos£A, cos^A kleiner gewählt wird, als der zugehörige Sinus. Die Iden- 
tificirung der für die beiden Grenzfälle gütigen Werthe mit den Formeln (IL) 
und (III.) lasse ich bei Seite. — 

6. 

Da unser Product sehr geeignet scheint, bei der wirklichen Berechnung 
elliptischer Integrale gute Dienste zu leisten, so füge ich noch ein paar Be- 
merkungen bei über seine vorteilhafteste Benützung. Ich setze dabei voraus, 
dass man auf dem reellen Wege geblieben ist, und habe zunächst den Fall 
im Auge, bei welchem alle cos£A, cos^A grösser genommen werden als 
die Sinus, — wie dies ja wenigstens von gewisser Stelle an immer, — bei 
der Berechnung des primären Werthes des Integrals aber schon von Anfang 
an der Fall sein wird. Es sei zuerst erwähnt, dass man numerisch die con- 
secutiven X, A, statt aus den Relationen (VI.), vortheilhafter aus folgenden 
gleichgeltenden berechnen wird : 

*) Der Grenzfall k = 1 bildet nehmlich für unseren Convergenzbeweis eine Aus- 
nahme, weil hier k und li^i-f-A'* nicht echte Brüche sind, wie bei der Erörterung 
von Fall I. und III. vorausgesetzt. 
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. , sin A 

SiiU, = 



sinij = 



2cos£Acos£^ ' 
ein Aj 

2008^^,008 4-^1 ' 

elc. 



sin A t = 



2 cos 4 Acoa|^f ' 

sin ^ = ^ n — *-— T , 

etc. 



(wobei immer sin.// r = £sin/ r ); denn die Producte cos£A cos£-^ werden 
ohnedies gebraucht, und man hat bei dieser Art vorzugehen zu den kleinen 
Winkeln immer nur Logarithmen der Cosinus, nicht der Sinus, aufzuschlagen, 
braucht daher auch die Winkel l r , A r selbst nur mit dem massigen Grade 
von Genauigkeit anzuschreiben, welcher hierzu ausreicht. 

Man bemerkt ferner, dass das Product cos£ A cos}^/ unter Voraussetzung 
unserer Dispositionsweise eine gerade Function von l ist, deren Reihen- 
entwicklung mit dem Gliede 1 beginnt. Dieselbe Function ist cos £ A, cos \ A x 
von der Grösse X x \ da nun diese letztere selbst eine ungerade Function von 
l ist, deren Reihenentwicklung anfängt mit \l, so ist klar, dass, wenn man 
Alles nach steigenden Potenzen von X entwickelt denkt, in dem Ausdrucke 
von cos \l x cos \A X der Werth des zunächst auf 1 folgenden Gliedes zweiter 
Ordnung j vom Werthe des analogen Gliedes in cos^/cos^^i sein wird; 
und eben dieses Verhalten wird sich wiederholen, wenn man, nach A, ent- 
wickelnd, die Producte cos £ A, cos j v^ und cos \ 1% cos \ A 2 miteinander ver- 

4 

gleicht, u.s.w. Hiernach wird sich cos \X X cos \A X von j/cos£Acos£^ erst 
in den Gliedern vierter Ordnung unterscheiden; ebenso cos^Ü* cos£^/ 2 von 
}/cos \ l x cos ] A x , u. s. w. Es drängt sich daher die Bemerkung auf, dass die 
Factoren unseres unendlichen Productes viel rascher als in der ersten Form 
gegen 1 convergiren werden, wenn man den Ausdruck so schreibt: 

( VIII ^ F(Vi — 8 *P* (C08^AC08|^) 3 (cos^cosl^,) 3 



• • • 



H 1H H 

(cos^Acosj^) 3 (cos^Aj COB^^,) 3 (cOB|A t C08^^) 3 

indem jetzt die Logarithmen der einzelnen Bruche (abgesehen vom ersten) 
Grössen vierter Ordnung sind, statt solche der zweiten. Daraus ergiebt sich 
ferner, dass, wenn man nicht gar. zu frühe abbricht, jetzt jeder folgende 
Logarithmus von dem vorausgehenden nahezu ^ sein wird (weil im ersten 
Gliede seiner Entwicklung (| l r ) A an die Stelle von k* tritt). Bricht man also 
ab hinter einem Factor, dessen Logarithmus bereits klein ist, so wird jetzt 
die Summe der Logarithmen aller folgenden nur nahe T V vom zuletzt berück- 
sichtigten Logarithmus betragen statt nahe £ wie in der ursprünglichen Form 
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des Productes. Man kann dies Verfahren, die Convergenz des Productes zu 
steigern, wiederholt anwenden, und dadurch für Fälle, in welchen sehr grosse 
Genauigkeit gefordert wäre, die Abweichungen der einzelnen Factoren von 
1, oder die ' Logarithmen dieser Factoren, zu kleinen Grössen beliebig hohen 
Grades machen, die von Glied zu Glied abnehmen nahezu wie die entsprechend 
hohen Potenzen von \ . Denn schreibt man z. B. unser Product in der ihm 
zuletzt gegebenen Gestalt der Kürze wegen so: 

FW = — r P 1 P 2 P 3 .., 

(cos^Acoa^^f) 3 



so ist, wie bereits erörtert, in seinem Hauptgliede 4 ter Ordnung schon logP 2 

16 16 

übereinstimmend mit j 1 ^logP l = \ogyP 1 ; ebenso logP 3 mit log]/P 2 u. s. w.; 
stellt man daher das Product jetzt so: 

(IX.) F(l) = — ^ .,, -V —* 1 



(C08*;ic08±^) 1+ 3 P\ 6 PJ 5 

so sind nun die Logarithmen der einzelnen Factoren, sobald man weit genug 
gegangen ist, nur mehr kleine Grössen sechster Ordnung, und jeder folgende 
(weil in ihm A r+ i=: £Ar+*" an die Stelle von X r im vorausgehenden tritt) 

1 1 
ist dann nur mehr nahe «e = st Von dem vorausgehenden, u. s. w. Man sieht, 

dass diese Art der Transformation (die mit ähnlichem Nutzen bei unseren Glei- 
chungen (II.) bis (IV.) vorgenommen werden kann, und deren Analogon auch 
bei unendlichen Reihen wie z.B. der oben angeführten für F(l)—E(l) häufig 
gute Dienste leistet) sich so weit treiben lässt, als man will, jedesmal mit dem 
Erfolge, den Grad kleiner Grössen, welchem die Logarithmen der Factoren 
noch angehören, um zwei Einheiten zu steigern. Dies Verfahren bietet sich 
hier ganz von selbst dar; es steht übrigens in einer inneren Verwandtschaft 
mit der von Herrn Schellbach §. 160 seines Buches zu ähnlichem Zwecke ange- 
wandten Stirlingschen Interpolation. — Ich führe noch, zu besserer Uebersicht 
über den Grad der Convergenz unserer Ausdrücke, die wichtigsten Zahlen 
für ein Beispiel an, welches dem eben genannten Autor entlehnt ist, die Be- 
rechnung nehmlich des Werthes von F(i) bei k= sin 75° = 0,9659 .. . und 
k = 47°. Man findet hier : 
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Index 


log sin X 


log ein A 


logsec^secl-/ 





9.864 1275 


9.849 0713 


0.071 9013 


1 


9.634 9988 


9.619 9426 


0.021 0107 


2 


9.354 9795 


9.339 9235 


0.005 4843 


3 


9.059 4338 


9.044 3776 


0.001 3864 


4 


8.759 7902 


8.744 7340 


0.000 3476 


5 


8.459 1078 


8.444 0516 


0.000 0869 



Da der Logarithmus des letzten der Producte bereits auf 7 Decimalen 
genau } des vorausgehenden ist, so braucht man, um die mit den angewandten 
Tafeln erreichbare Genauigkeit vollständig zu erhalten, nur bis zu dem Factor 
sec £ >L 4 sec \ A* zu gehen und gemäss dem asymptotischen Gesetze dieser 
Factoren für die Summe der Logarithmen der späteren £ vom Logarithmus 
jenes letzten noch beizufügen. Man findet so 

logF(A) = 9.9643737-10, 
mit dem strengen Werthe, welcher nach Schellbach ist 9.9643738, noch ge- 
nauer übereinstimmend, als sich in Folge der nothwendigen Unsicherheit der 
letzten Stelle erwarten liess. Würde man schon mit dem von A 3 ,^/ 3 abhängigen 
Factor endigen, so fände man 9.9643723. Noch rascher wird natürlich die 
Annäherung, wenn man statt (VII.) eine der transformirten Gleichungen (VIII.) 
oder (IX.) anwendet; bei dem Gebrauche der ersteren werden die Logarithmen 
der consecutiven Factoren ähnlicher Bildung: 

0.004 0472 
3088 
204 
14, 
und da hier noch T V des letzten als Correction für die späteren Factoren 
hinzukommt, so erhält man, wenn bis A 4 , ^/ 4 fortgegangen ist, 

9.9643738, 

zufällig genau richtig; hat man dagegen nur bis A 3 , sl 3 gerechnet, so findet 
sich 9.9643737, und wenn man schon mit /^ yJ 2 endigt 9.9643725. — 
Wenn man endlich die Form (IX.) benutzt, so nehmen die Logarithmen der 
sich analogen Factoren ab nach der noch weit rascheren Progression 

0.000 0596 
14 

-1, 
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und man findet, wenn die Rechnung bei A 4 , vJ± beendigt wurde, 9.9643738; 
bricht man mit Index 3 ab, so erhält man die Ziffer 9 statt 8 in der letzten 
Stelle, und wenn man schon nach A 2 , A % abschliesst, d.h. nachdem von den 
sich analogen Factoren nur der erste berechnet ist (wobei man dann hier 
V V seines Logarithmus als Ergänzung beizufügen hat), so kommt 9.9643734. 
Genau denselben Werth hat das von Herrn Schellbach a. a. 0. besprochene 
Verfahren mit Hilfe der Stirlingschen Interpolation erst durch eine Ä 4 noch 
einschliessende Rechnung ergeben. 

München, 1871. 
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Note sur la surface du quatrieme ordre douee de 
seize points singuliers et de seize plans singuliers. 

(Par M. A. Cagleg k Cambridge.) 



.Li equation de M. Kwmmer se transforme saus difficulte en celle-ci 

}/« a; (^>-/r/f',-^)+}/^(«V',-//'x-p + /^^'x-«V>-^) = 

oü 

a+ß+y = 0, a'+iT+y = 0, «"+/?'+/' = 0. 

0r cette equation rendae rationnelle prend, apres toutes les reductions ne- 
cessaires, la forme suirante: 

» l (**+y l + **- 2j* - 2»* - 2«y) 
+ 2* (aa'a" (y's - y»*) + ßj?ß" (i'j - *r'} + yy'y" (*> - xf) + *y») 

oü, poar abreger, Ton a ecrit 

6 = (ß -y) a' a "+(r -a) p ßT+{* -ß) y'y" 

= iß -/)«"« +(/-«')/*"<* +'J-P) fr 

= -i{(/*-rX^^W'^'0+(y-«)(/^0(/'-O+(«-/?X«'-^)(«''-/3'')}» 

ridentite de ces differentes valeurs de etant facile ä verifier. 

En representaut par Aw*+2Bw+C=0 la forme rationnelle de l'equation 
de la surface on trouve pour le discriminant AC—B 2 de cette equation du 
second degre en w la valeur 

ac-v - w.w/ry//'^(i+^+±)(i+^+i)(i+ ; J r+ ^). 

L'äquation de la surface rendue rationnelle est symetrique par rapport aux 
trol» »ysttaiea de quantites (<*,&?}, («', /?>/), (<*",ß",/')x la forme irra- 
Uonndle de la mdme equation peut donc *tre presentee de trois manieres 
dilT^ronleSi savoir: 
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y«'x(/Vy-/3>-5)+l//?'y(«"« ä s-/>x-^)+yA(/9"/3x-«"«j,-^) = 0, 

et Ton voit de plus que les equations des seize plans singuliers sont 

x = 0, y = 0, * = 0, «? = 0, 

y'/'y -/3'/3"a — ^ = 0, a'a"a-y'y"x—j = 0, ß'ß"x-a'a"y-— = O i 

r"ry-ß"ß*-% = o, a " ai - r " r x-j f =o, ß"ßx-«"ay-^- = o, 

rr'9-ßß'*-%r = 0, aa'*- rr 'x-^ = 0, ßß'x - aa'y- ^ = 0, 

les quantües a, /9, ^ etc. etant liees entre elles par les trois equations 

a + ß+ r = 0, a'+ß'+ r ' = 0, a"+ß"+y" = 0. 
Voilä ce me semble la forme la plus simple pour l'equation de cette surface. 
Cambridge, le 23fevrier 1871. 
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Notiz zu dem Aufsatze: Beweis, dass eine für jeden 

reellen Werth von x durch eine trigonometrische 

Reihe gegebene Function f(x) sich nur auf eine 

einzige Weise in dieser Form darstellen lässt. 

Bd. 72, Seite 139 dieses Journals. 

(Von Herrn G. Cantor in Halle.). 



Im Folgenden will ich einige Bemerkungen dem obigen Aufsatze hin- 
zufügen. 

Durch die erste *) wird der Beweis, welchen ich a. a. 0. für die Ein- 
deutigkeit trigonometrischer Reihendarstellungen versuche, in gewisser Beziehung 
vereinfacht , indem er von dem für das Gebiet dieser Untersuchungen merk- 
würdigen Satze, welchen ich in einer vorhergehenden Arbeit aufstelle und 
streng beweise, unabhängig gemacht wird. 

Unter u irgeild eine feste Grösse verstehend, setze man in der Gleichung : 

(1.) o ~ c +d+c 2 +-.. 

für x einmal u+x, das andere Mal u—x und addire beide Gleichungen. Man 
erhält dadurch eine neue: 

(T.) = e, ) +c 1 cosa? + e 2 cos2a?H — , 

von welcher die Gültigkeit für jeden Werth von x eine unmittelbare Folge 
der unbeschränkten Gültigkeit von (1.) ist, die vorausgesetzt wurde« — Die 
Goefficienten von (1'.) e n = c n sin nu + d n cos nu werden aber mit wachsendem 
n schon aus dem Grunde unendlich klein, weil sie mit den Gliedern C n von 
(1.), wenn in ihnen x gleich u gesetzt wird, übereinstimmen. 

Werden daher die Schlüsse, welche im Aufsatze sich auf die Gleichung 
(1.) beziehen, ohne Aendferung auf (f.) bezogen, so erhält man: 

e n = c n $innu + d n cos nu = 0, 

und man schliesst sodann, wegen der Willkürlichkeit der Grösse u auf das 
Verschwinden der Coefficienten c H9 d n . 



*) Ich verdanke sie einer gefälligen, mündliehen Mittheilung des Herrn Professor 
Kronecker. 
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Die zweite Bemerkung bezieht sich auf eine gewisse Erweiterung des 
die Eindeutigkeit betreffenden Satzes. So wie derselbe im Aufsatze bewiesen 
ist, lässt er sich wie folgt ausdrücken: 1 

„Hat man eine für jeden Werth von x gältige, d. h. convergente Dar- 
stellung des Werthes Null durch eine trigonometrische Reihe (1.)? so sind die 
Coefficienten c n , d n dieser Darstellung gleich Null". 

Es lassen sich nun hierbei die Voraussetzungen in dem Sinne modi- 
ficiren, dass man für gewisse Werthe von x entweder die Darstellung der 
Null durch (1.) oder die Convergenz der Reihe aufgiebt. 

Sei ... a?_!, a? , x^ ... die unendliche Werthreihe von x, (der Grösse 
nach mit dem Index steigend) für welche entweder die Convergenz der Reihe 
(1.) aufhört oder die rechte Seite einen von Null verschiedenen Werth an- 
nimmt, und seien die av an die Beschrankung gebunden, in endlichen Inter- 
vallen in nur endlicher Anzahl vorzukommen; es geht alsdann aus dem Auf- 
satze hervor, dass die dort mit F{x) bezeichnete Function in jedem Intervalle 
(x y ...x 9 +i) einer linearen Function k y x+l y gleich ist; und bleibt daher nur 
die Identität dieser linearen Functionen darzuthun, um die weiteren Schlüsse 
im Aufsatze auf F(x) anwenden zu können, welche zum Verschwinden der 
Coefficienten c n9 d n führen. 

Dieser Nachweis der Identität geschieht für je zwei benachbarte 
Functionen k v x+l y , k y+l x+l y+l und damit für alle durch das nämliche Ver- 
fahren, welches Herr Professor Heine bei einer analogen Frage in der Ab- 
handlung: „lieber trigonometrische Reihen", Bd. 71, Seite 353 dieses Journals 
einführt; man hat nur die Stetigkeit der Function F(x), sowie den zweiten 
Riemannschen Satz in dessen Abhandlung (S. Riemann, über die Darstellbarkeit 
einer Function durch eine trigonometrische Reihe, Abb. d. Göttinger Gesellsch. 
Bd. 13) für den Werth x y + { von x in Betracht zu ziehen; man findet: 

F(* r+I ) = k y x y + x +l y und Bn ^i^i^H+i^ i ^i-iJ = Q ftp lima = Q ^ 

was nur möglich ist, wenn k y = Ä, + , und /„=/„+,. — 

Diese Erweiterung des Satzes ist keineswegs die letzte; es ist mir 
gelungen, eine ebenfalls auf strengem Verfahren beruhende um Vieles weiter 
gehende Ausdehnung desselben zu finden, welche ich bei Gelegenheit mit- 
theilen werde. 

Schliesslich sei mir gestattet einen Amdruck in der hier besprochenen 
Arbeit zu verändern. 
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Ich führe daselbst in einer Note den Satz an: 

„Eine in einem Intervalle (a . . . b) (incl. der Grenzen) der reellen 
Veränderlichen x gegebene, stetige Function <p{x) erreicht das Maximum g 
der Werthe, welche sie annehmen kann, zum Mindesten für einen Werth x () 
der Veränderlichen, so dass q>(x )=g." 

Ich verstand hierbei, wie aus dem Sinne hervorgeht, unter Maximum 
nicht den gewöhnlich mit diesem Worte verbundenen Begriff (in welchem 
das Erreichtwerden schon liegt), sondern die obere Grenze der Functions- 
werthe von <p (x) ; und es würde dem entsprechend auch der letzte Ausdruck 
vorzuziehen sein. — 

Aus dem Begriffe einer in einem endlichen Bereiche gegebenen (definirten) 
Werthmenge wird gefolgert, dass dieselbe stets eine obere Grenze besitzt, 
d. i. eine Grösse g, welche eine solche Beziehung zur Werthmenge hat, dass 
bei beliebig angenommener positiver Grösse € zum wenigsten ein Werth der 
Menge vorhanden ist, der grösser als g—s und kleiner oder gleich g ist, dass 
es aber keinen Werth der Menge giebt, welcher grösser wäre als g. — 

Nimmt man beispielsweise die Werthmenge, welche aus sämmtlichen 
Werthen einer in einem Intervalle (a . . . b) (mit Einschluss der Grenzen) ge- 
gebenen, endlichen, eindeutigen Function cp (x) besteht, so hat also diese Werth- 
menge eine obere Grenze g. Fügt man noch die Bedingung der durchgängigen 
Stetigkeit von <p(x) hinzu, so folgert man weiter, dass die obere Grenze g 
von der Function auch erreicht wird , d. h. dass es einen Werth x {) von x 
giebt, für welchen (p{x () )~g. Dies ist der Sinn des angeführten Satzes, im 
Einklänge mit der für ihn angeführten Quelle. — 

Berlin, d. 6. Januar 1871. 



Druck fe hier. 

In dem Aufsätze: Ueber einen die trigonometrischen Reihen betreffenden Lehrsatz 
Bd. 72 S. 130 dieses Journals 

Seite 133 Z. 4 v. oben statt (.ßtc — 2g — i) < |, lese man (#© — 2y— i)<i 
- - Z. 5 - - - (ß*-(2A+l))<t f - - 0ß«>-2A-r)<i. 
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Ueber eine eigentümliche Form von Functionen 

einer complexen Variabein und über transcendente 

Gleichungen, die keine Wurzeln haben. 

(Vorgetragen in der Sitzung der math.-phys. Klasse der K. Bayr. Akademie d. W. am 6 Marc 1869.) 

(Von Herrn Ludwig Seidel in München.) 



1. 

Im Folgenden bezeichnet einfach 

liraG 

die Grenze, welcher sich eine von n abhängige Grösse G n dann nähert, wenn 
das reell und positiv gedachte n Aber alle Grenzen wächst. Die Voraus- 
setzung der Existenz einer solchen Grenze schliesst in sich die andere, dass 
es gleichgültig ist, ob n continuirlich oder discontinuirlich, z. B. durch ganze 
Zahlen fortschreitend, ohne Ende wächst; man kann daher lim(? nach Be- 
lieben sofort durch eine der gewöhnlichen unendlichen Formen darstellen, 
z.B. als Reihe 

liraG = fif ü +(O i -O ü ) + (fifa-ö 1 )+.- 
oder als Integral 

dG, 



limG = <>•+/ isr* 



SC 

(vorausgesetzt, dass -^- zwischen den positiven Grenzen a und <x> eine con- 

tinuirliche Function von n bleibt) u. s. w. ; man könnte sonach im Folgenden, 
wo wir uns an die zuerst aufgestellte Schreibweise halten, dieselbe nach Be- 
lieben durch eine der anderen Formen ersetzen. Enthält G neben dem reellen 
n noch eine als complex angenommene Variable x = u+vi = re wt , so wird 
übrigens lim(? im Allgemeinen als eine transcendente Function von x anzu- 
sehen sein, auch wenn G n diese Grösse nur algebraisch enthält. 

2. 

Nimmt man 

(I.) O n = * 
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so ist lim G = 1 für alle x 9 deren Modul („absoluter Werth") r ^ 1 ist, da- 
gegen gleich Null für alle x y deren r> 1 *). Wenn man also für die Unbekannte 
x die Gleichung statuirt, nach welcher lim ff irgend etwas anderes als Null 
oder Eins sein soll, so hat dieselbe gar keine Wurzel der complexen Form 
u + t>i, obgleich der Autdruck UmG für alle x dieser Form endlich bestimmt 
ist. Ich weiss nicht, ob man auf die Existenz derartiger transcendenter 
Gleichungen, welche sich der Analogie der algebraischen sowie derjenigen 
zahlreicher anderer transcendenter Gleichungen entziehen, schon geachtet hat. 
In unserem Beispiele könnte das spurlose Verschwinden aller Wurzeln für 
n = oo auf den ersten Anblick auffallen , da für jedes endliche n die Glei- 
chung n Wurzeln hat: die Grenzen der Wurzeln der Gleichung G n = a sind 
hier nicht Wurzeln der Grenzgleichung lim G = a 9 was sich durch den Um- 
stand erklärt, dass sie im letzteren Ausdrucke auf unendlich hoher Potenz 
erscheinen. Wollte man übrigens lim G nicht als eine echte Function von x 
anerkennen , weil jene Grösse sich im Allgemeinen als Constante verhält und 
nur an der Peripherie des Kreises r=l springt, so Hesse sich sofort etwa 

yjx + {ipx — ipx) lim G 
an ihre Stelle setzen: dieser Ausdruck ist cpx für r<Il und rpx für r>i, 
er kann also keinem Werthe gleich gemacht werden, der so beschaffen ist, 
dass (fx für kein r <^ 1 und xpx für kein r > 1 ihn annimmt. Die durch den 
neuen Ausdruck repräsentirte , im Allgemeinen mit x überall veränderliche 
Function wird noch, wenn <px und if>x Functionen gewöhnlicher Art sind, 
bei r=l discontinuirlich sein, weil für solche Functionen nicht allgemein 
q)(l.e wi )=ip{l.e tüi ) sein kann, ohne dass überhaupt (p^re™) = tp(re l0i ) wird; 
aus dem weiter Folgenden wird man indess entnehmen, dass auch Ausdrücke 
für durchaus continuirliche Functionen sich bilden lassen, die für keinen com- 
plexen Werth von x versagen, und doch gewisse, z. B. negative Werthe 
gar nie annehmen können. 

Da, wo in der elementaren Mathematik die Frage nach den Quadrat- 
wurzeln negativer Zahlen zuerst auftritt, überzeugt man sich zwar, dass die- 
selben in dem vorher aufgestellten Gebiete der positiven und negativen Zahlen 
sich nicht finden, aber nicht, dass es ein Unsinn ist, sie zu postuliren. Ihre 
Definition durch dieses Postulat und ihre Einführung in die Rechnung hat sich 



*) Der einfachere Ausdruck, bei welchem im Zähler und im ersten Gliede des 
Nenners 1 statt n gesetzt ist, wird hier vermieden wegen der Unbestimmtheit seines 
imaginären Bestandtheiles für r = 1. 
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denn auch als statthaft und sehr erfolgreich erwiesen. Nachdem sich nun 
zeigt, dass transcendente Gleichungen sich aufstellen lasset^, die auch in dem 
erweiterten Felde des Complexen keine Wurzeln finden, so könnte man sich 
wohl denken, dass irgend eine Gleichung solcher Art zur Definition eines 
noch fremden Gebietes von Imaginären, benutzt werden könnte, — obgleich 
bei der nothwendigen Complication der Definitionsgleichung von der Einführung 
solcher Formen in die Rechnung schwerlich ein umfassender Erfolg sieb er- 
warten liesse. Gewiss ist aber, dass die besondere Transcendente, welche uns 
hier Gleichungen ohne complexe Wurzeln geliefert hat, zur Definition neuer 
Imaginären nicht dienen könnte, weil hier die Unmöglichkeit, die betreffende 
Gleichung zu erfüllen, Folge eines inneren Widerspruches derselben mit sich 
selbst ist, der deshalb hier vorkommen kann, weil eine Grenzgleichung Y\mG=a 
eigentlich mehrere (unendlich viele) Einzelgleichungen, geltend für die ver- 
schiedenen unendlich grossen Zahlen n, in sich enthält. Sollte nehmlich für 
einen Werth Z, der weder Null noch Unendlich ist, werden 

* 

«. n 1 

hm Tf5=" = I+z> 
so müsste man für ein unendliches n mit gleichem Rechte haben 

— = Z und — r-7 = Z; 
n n+i 

hieraus x — r - r = l, d. h. <r = l, — und da dieser aus dem Postulate noth- 
n + i 

wendig sich ergebende Werth demselben gleichwohl nicht entspricht, so ist 
die gestellte Forderung an sich unerfüllbar. 



3. 

Schreibt man -^ statt x in unserem Ausdrucke G 9 wobei & eine reellö 

positive Grösse vorstellen soll, und nimmt man die Ergänzung zu 1, so 
erhält man 

(II.) H n = a?Ä+|I ^o 

und man hat lim//= 1« sofern #_ kleiner ist, als der Modul r von x y dagegen 
ist lim/f=0, sowie & den Werth r erreicht oder überschreitet. Die Grösse 
lim// kann nun nach Art des Dirichletschen Discontinuitäts - Factors benutzt 

werden ; multiplicirt man sie mit -^*r 9 welcher Ausdruck eine continuirliche 

38* 
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Function von & sein soll, und integrirt man nach # von Null bis + oc, so 
hat das Element des Integrals nur so lange nicht verschwindende Werthe, 
als 3 <C r ; man erhält daher 

sodass eine beliebige Function des Moduls r von x als Function von x selbst 
dargestellt ist. Nimmt man z. B. f{&) = &, so ergiebt sich 

(IV.) r = mod x =f lim * n&m d&. 

In gleicher Weise erhält man r 7 = u 7 +t> 7 , indem man setzt f(&) = &*, und 
hiermit findet sich auch zu 

x = t* + 0t 

der conjugirte Werth 

(V.) ._rf = 3/V££*». 

Es ist klar, dass nun auch die beiden Bestandteile von x 9 u und t* y 
sich einzeln als Functionen von x sofort darstellen lassen, — und hiermit 
denn weiter, dass mit Hilfe solcher Ausdrücke, wie die hier angewandten, 
jede beliebige Function zweier Variabein u und t> ah Function der Einen 
complexen Variabein x = u + 1> i sich ausdrücken lässt. 

Bei der Einschränkung des Begriffes der Function einer complexen 
Variabein auf dasjenige engere Gebiet, in welchem sich dieser Begriff bereits so 
fruchtbar erwiesen hat, d. h. bei der Beschränkung auf solche Functionen Fx, 
welche einen von der „Richtung" der Variation von x unabhängigen Dif- 

dFx 

ferentialquotienten —. — haben, erscheint bekanntlich weder der Modul von x> 

noch der conjugirte Werth, noch Eine der beiden Componenten u> t> als eine 
Function von x. Die Kraft mathematischer Ausdrücke in der Darstellung von 
Functionen reicht, wie man sieht, weit über das Gebiet jenes engeren Be- 
griffes derselben hinaus. Eine Klasse von Formen, welche in gewisser Be- 
ziehung etwas Unfügsames haben, scheint gerade hier eine Stelle zu finden, 
an welcher sie sich nicht ersetzen lassen ; denn wenn Fx keinen von der 
Richtung der Variation von x unabhängigen oder durch x allein ausdrückbaren 
Differentialquotienten hat, wie dies z. B. bei dem Modul von x der Fall ist, 
so muss jeder mathematische Ausdruck von Fx durch x so beschaffen sein, 
dass er die Differentiation nach x ausschliesst. 
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Es sei noch bemerkt, dass man mit Hilfe solcher Ausdrücke wie (IV.) 
nun auch leicht solche fiberall continuirliche Functionen zusammensetzen kann, 
die nicht mehr constant bleiben, während x gewisse Linien und Flächenstucke 
durchläuft, und deren Werthe gleichwohl die Ebene nur mit Ausschluss ge- 
wisser umgrenzter Flächenstücke bedecken. Bezeichnet zum Beispiel a irgend 
eine positive Grösse, und r den in (IV.) gefundenen Ausdruck von modar, 

so wird, während x alle complexen Werthe annimmt, die Function x-\ — x 

ihrerseits alle denkbaren Werthe erhalten mit Ausnahme solcher, deren Modul 
kleiner ist als a, d. h. exclusive derjenigen, die einem Kreise zufallen, welcher 
mit dem Radius a um den Anfangspunkt beschrieben wird. Will man das 

Integral r im Nenner vermeiden, so wird dasselbe auch geleistet durch die 

r r 

conjugirte Function der vorigen, nehmlich durch — ha — , — wo für r 2 das 

einfache Integral zu setzen ist, welches man, wie bei (IV.) angezeigt, für 
diese Grösse erhält. 



Zu der Formel (III.) lässt sich noch zeigen, dass es erlaubt ist, die Ord- 
nung der beiden durch lim. und durch / bezeichneten Uebergänge umzukehren, 

H n d& bei wachsendem n zu seiner Grenze den 



Werth / lim H m d& hat, — obgleich es in der Nachbarschaft von & = ry — 



ein (bei zunehmendem n an Breite abnehmendes) Intervall giebt, in welchem 
sich H n von lim ff, sehr stark unterscheidet. Nur darf nicht, wenn die Ver- 
änderung erlaubt sein soll, H n bei jenem Werthe von & unendlich werden, 
weil sonst sein Integral aufhört einen endlichen nachweisbaren Werth zu haben; 
man muss daher, wenn der Richtungscoefficient von x eine \yurzel aus — 1 
ist, diejenigen Werthe von n fiberspringen, welche x n zu einer negativen 
reellen Grösse machen. — Den ausführlichen Beweis, welcher durch Ein- 
schaltung geeigneter Zwischengrenzen in dem nach # genommenen bestimmten 
Integrale sich fahren lässt *), fibergehe ich hier um so mehr, da man z. B. die 



*) In dem Beweise, welchen ich mir aufgesetzt, habe ich das Integral in fünf 
einzelne zerlegt, und die inneren Grenzen der beiden äussersten so bestimmt, dass 
in diesen H n mit lim 2? sehr nahe tibereinstimmt, — während die Begrenzung des 
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5ir -Hne ganze Zahl n durch wirkliche Herstellung des Integrals leicht 
T*»r.iii2r*ft kann. Es ist licht ohne Interesse, sich davon näher Rechenschaft 
r.i jwen. wie es zngehL dass dies Integral bei unendlich wachsendem n von 
des RichtangscoeScienten der Grösse x unabhängig wird. Von den zweierlei 
Bestandteilen, weiche die Integrale der einzelnen Partialbrüche, in die com- 
plexe Form gebracht, enthalte*, heben sich nehmlich die logarithmischen Tenne 
in der Gesammtsnmme nnd nach Substitution der Integrationsgrenzen auf; die 
Glieder Bit den Kreisbogen aber erfordern beim Uebergang zu den Grenzen 
wesen ihrer vieldeutigen Form eine gewisse Vorsicht. Da der Integrations- 
weg fir **• ab reelle Grösse, vorgeschrieben ist, so sind die bestimmten 
Integrale der einielnen Partialbrüche frei von jeder Mehrdeutigkeit ; man muss 
fir jeden Bogen besonders über das Intervall des Anfangs- und Endwerthes 
so vertagen, dass von jene« bis in diesem der Arcus sich ohne Discon- 
tinnitit ändert, wthrend # die positiven Werthe durchläuft. (Der Fall, in 
welchem einer der Partialbr*che selbst dorcfa Unendlich geht, ist der von der 
Betrachtnng vorhin ausgeschlossene* Ar welchen die Umformung der Gleichung 
V MI' nicht erlanbt isO Wenn man. wie schon Anfangs, setzt x = re** y so 
wird bei der «letzt aufgeführten Fora des Integrales der Nenner irgend eines 
der FftrtialhrftcW sein 



S-r/*~ • 



wobei I eine der gaftaen Zahlen von bis »-1 vorstellt; ist nun etwa co 
awbcfce* ^indwive^ nnd fci ^exdnsive) genommen worden, so wird bei 
g#b*rig*r B**cfoag 4er eben bezeichneten Vorsicht im bestimmten Integral 
der Ansdtnci ftr den Bo«e* ein m ä tr v r in den Gliedern, in welchen 
* t ** ' ' t den Werth *i tbemhmlet* ab in den Anfangsgliedern von 
Meiner** I fcenetcbnrt «tt* ■* t— 1 *«■ grtssten Werth von /, für welchen 
web ^* r ^\*t bt.» tnde» man alsdann durch Summation 



** <► r\ t *><g« » «* TVtiM« »o eng gewählt wu 
*fc* ****** *» fa i »a Senntr ikh Tertantchtn liem. 
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00 x n d& rn «*+■ — — 



J x*+&* . n 

o nsm — 

n 



e 



Diese Gleichung lässt sich auch so schreiben: 

"" x n d& m a 



e n 



J x*-\-&* . n > 

» n sin — 

n 



wenn man mit nS2 m den (positiven oder negativen) Rest bezeichnet, welcher 
sich ergiebt, wenn man von tum das zunächst gelegene ganze Vielfache von 
2n abzieht*); oder noch einfacher so: 

a?d& n 



J x n 4-&* . n 

u nsin — 

n 



V*, 



wenn man erklärt, dass unter den n Werthen der Wurzel derjenige ge- 
nommen werden soll, dessen reeller Bestandtheil möglichst gross ist im al- 
gebraischen Sinne. — Man ersieht hieraus, dass das Integral, wie auch x be- 

irr 

schaffen sei, nur solche Werthe annimmt, deren Richtungen zwischen ± — liegen, 

7» 

indem es immer wieder auf die ersten Werthe zurückspringt, so oft x sich 

mit e H multiplicirt. In Folge dieses discontinuirlichen Ganges bedecken die 
Werthe des Integrales schon für endliche ganze n 9 soweit sie bestimmt und nach- 
weisbar sind, von der ganzen Ebene nur den Sector zwischen den Richtungen 

+ — , welchen sie »mal im Sinne der Drehung von x durchlaufen, während 

dieses Einmal den ganzen Kreis durchläuft. Andrerseits ist zwar für die 

Werthe x, welche in eine der Richtungen — + fällen, der Werth des 

Integrales nicht definirt und kann nicht schlechthin unendlich gesetzt werden, 
da er unendliche Elemente von beiderlei Vorzeichen in sich schliesst; jeden- 
falls aber kann er nur reell gedacht werden, da für solche x der Ausdruck 
gar nichts Imaginäres enthält. Für unsere Anwendung kommen die x der 
bezeichneten Form deshalb nicht in Betracht, weil, wie oben angeführt, bei 
gegebenem Werthe von x solche n immer übersprangen werden müssen, 
welche x n negativ reell machen würden: die Grenze des Integrales, für » = <x>, 
reducirt sich also auf den blossen Modul r von x in der Weise, dass der 
Spielraum, in welchem der Richtungscoefficient eP ni variiren konnte, zuletzt 
unendlich schmal wird. — 



*) Der Fall ; in welchem diese Erklärung zweideutig wird, ist der ausgeschlossene. 
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5. 

Man kann durch Formen, die unseren lim G, lim// analog sind, noch 
mancherlei Functionen besonderer Art darstellen. Als Beispiel sei nnr noch 
angeführt der Ausdruck 



lim 



nfx 



der (wenn fx nicht unendlich wird) nicht verschwindende Werthe nur annimmt 
für diejenigen x, deren Modul gleich 1 ist, die also zu Punkten auf der Peri- 
pherie eines gewissen Kreises gehören. Es ist einleuchtend, dass man ähnlich 
auch solche discontinuirliche Ausdrücke bilden könnte, welche nur längs einer 
anderen vorgegebenen Linie nicht Null sind, und auf dieser eine gegebene 
Function repräsentiren. 

Ganz verwandter Natur ist die Darstellung der dem absoluten Werthe 
nach grössten unter mehreren Grössen a,b y c... durch Formen wie die folgende 

g »+i_|_6»+i 4.^+14.... 

oder auch 

l\my{ar+b n +c*+—\, 

welche man leicht allgemeiner einrichten kann, um auch die zweitgrösste etc. 
jener Grössen nach Belieben darzustellen. Diese letzten Formen mögen schliess- 
lich noch an den Nutzen erinnern, der eigenthümlicher Weise gerade auf dem 
Gebiete der angewandten Mathematik aus der Einführung von Grenzausdrücken 
solcher Art schon für die Wissenschaft resultirt hat: Laplace hat von solchen 
(Buch II. Gap. 4. der Theorie des probabilites) eine Anwendung gemacht für 
die Lösung der Aufgabe, Beobachtungsresultate so auszugleichen, dass der 
grösste übrig bleibende Fehler möglichst klein wird, und Gräfte hat sie mit 
vorzüglichem Erfolge für die Auflösung numerischer algebraischer Gleichungen 
verwerthet. 

München, im März 1869. 
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Ueber die Form der Argumente der Thetafunctionen 
und über die Bestimmung von #(o,o,...0) als Function 

der Klassenmoduln. 

(Von Herrn L. Fuchs in Greifswald.) 



W enn man die Argumente der Thetafunctionen durch gewisse Inte- 
grale erster Gattung und die Goefficienten der homogenen Function zweiten 
Grades durch die Periodicitätsmoduln derselben ersetzt, so hat Riemann in 
seiner Theorie der Abel&chen Functionen (dieses Journ. B. 54 §. 22) nach- 
gewiesen, dass die dadurch gebildete Function des Ortes in der Fläche T, 
wenn sie nicht identisch für jeden Punkt verschwindet, für p Punkte unend- 
lich klein erster Ordnung wird, und dass man die Argumente als Functionen 
der Nullpunkte so darstellen kann, dass die Substitution von p willkürlich ge- 
gebenen Punkten für dieselben bewirkt, dass die Thetafunction in den letz- 
teren verschwindet. Die Ausführung dieser Transformation erfordert die Be- 
rechnung gewisser ebendaselbst angegebener Integralausdrücke, welche in dem 
Falle der hyperelliptischen Integrale von Herrn Carl Neumann in einer Schrift 
über Abelsche Integrale (Halle 1863) angedeutet und später in seinen „Vor- 
lesungen über die Riemannsche Theorie etc." pag. 458—484 ausführlich ent- 
wickelt worden ist. Da jedoch in dem allgemeinen Falle die Berechnung 
jener Integralausdrücke mit grossen Schwierigkeiten verbunden ist, so hat schon 
Riemann ein Mittel dieselbe zu umgehen angedeutet. Als ein solches Mittel 
erscheint der Satz im §.23 seiner Theorie, dessen Anwendung jedoch noch 
auf erhebliche Schwierigkeiten führt. In dem Falle der hyperelliptischen 
Integrale hat auf einem anderen Wege Herr Prym (Theorie der Functionen 
einer zweiblättrigen Fläche, Zürich 1866, §.12 und 13) unter Anwendung 
einiger ihm von Riemann mitgeteilten Sätze über Charakteristiken die oben 
poslulirte Form der Argumente der Thetafunctionen mit Umgehung der Integral- 
ausdrücke entwickelt. 

In dem Werke über Abelsche Functionen haben die Herren Clebsch 
und Gordan (das. §. 56) die Herstellung der gewünschten Form der Theta- 
argumente im Wesentlichen auf die Auflösung gewisser algebraischer Glei— 
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chungen and die Absonderung eines gewissen Systems bevorzugter Wurzeln 
derselben zurückgeführt. Dieselbe Form hat nach ihnen Herr H. Weber 
(d/ J. B. 70 pag. 314 sqq.) mit Hülfe Riemannschev Principien verificirt. — 
Obgleich die Absonderung der bevorzugten Wurzeln unter gegebener Quer* 
Schnittszerlegung der Fläche T mit erheblichen Schwierigkeiten verknüpft ist, 
so ist die von den Herren Clebsch und Gordan angenommene Form der 
Argumente von weitreichendem Vortheil. Wir wollen dieses hier an dem 
Beispiel der Bestimmung von #(0,0,... 0) als Function der Klassenmoduln 
zeigen, indem wir nachweisen, dass das von Herrn Thomae (d. J. B. 66 pag. 95) 
gefundene Resultat unter Zugrundelegung der Clebsch- Gor danschen Form 
sich wesentlich vereinfacht. — Ehe wir jedoch auf diese Materie eingehen, 
wollen wir zuerst zeigen, wie man durch Weiterentwickelung des schon oben 
erwähnten von Rietnann §. 23 seiner Theorie gegebenen Satzes auf natürlichem 
Wege zu der Form der Herren Clebsch und Gordan gelangen kann, und ausser- 
dem über die Absonderung der bevorzugten Wurzeln einige Bemerkungen 
hinzufügen. — Wir werden die Abhandlung von Rietnann über Abelsche 
Functionen (d. J. B. 54) kurz als R. A. F. und das Werk der Herren Clebsch 
und Gordan kurz als Cl. G. A. F. citiren. 

1. 

Es sei im Anschluss an die Riemannsche Bezeichnungsweise die den 
Abelschen Functionen zu Grunde liegende algebraische Gleichung 

F(s, *) = (R. A. F. §. 5) 
und 

«—2 »-2 

(i.) ».= r < ff,C ;; ° dz, a = l,2,... f , 

wo fi einen festen und £ einen beweglichen Punkt der Fläche T bedeutet, ein 
System linear unabhängiger Integrale erster Gattung, wie es (RA. F. §18) 
definirt ist. Wir setzen 

(2.) ti a = c a +«?o a = l, 2, ... p, 
wo die c Constanten bedeuten, welche durch die Gleichungen 

(3.) (p-l)c a +K a = 0, a = i, 2, ... p 

bestimmt sind, wenn K a den ebenso bezeichneten Ausdruck bei Rietnann (über 
das Verschwinden der Thetaf. d. J. B. 65 $.1) bedeutet, jedoch mit der Ab- 
änderung, dass daselbst u durch w zu ersetzen ist. 
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Es ist alsdann für beliebige p—\ funkte £ M f 2 , ... ^ p _, 

wo *«(!*) den Werth bedeutet, welchen u a annimmt, wenn £ in f b hineinrQckt 
(s. Riemann fl. d. V. d. Thetaf. §. 1 und 2). Hieraus folgt, dass 

(4.) *(a (*(«-!•*(&))) 

verschwindet, wenn £ in einen der Punkte £ n £ 2 , ... £ p hineinfällt, welches 
übrigens auch diese Punkte sein mögen. 

Sind £„ £ 2 ? . •• S P Punkte, welche mit p-2 anderen Punkten durch 
eine Gleichung y = verknüpft sind (R. A. F. §. 16), so verschwindet die 
Function (4.) identisch in jedem Punkte £, und umgekehrt, wenn letzteres stalt- 
findet, so sind £ M &, ... £ p mit p—2 anderen Punkten durch eine Gleichung 
cp = verknüpft. Beides ergiebt sich aus Riemann (A. F. §.24). 



2. 

Sind «i , e 2 > • • • e 2 P -2 beliebige durch eine Gleichung <jp = verknüpfte 
Punkte , so ist bei der über c a (Gl. (3.) vor. No.) getroffenen Bestimmung 
nach (R. A. F. §. 23) 

lp-2 

(1.) <£» « t (*») = 0, a = l, 2, ... p, 

oder wenn wir die Integrationswege in der Flüche T angemessen verlaufen 
lassen, mit Rücksicht auf Gleichung (2.) vor. No. : 

(f.) 2{p-\)c a +zlf'*dw a = 0, a = l, 2, .. . p. 



u 



Um (/?— l)c a , welches in den Argumenten der Thetafunction auftritt, zu be- 
rechnen, ist es zweckmässig diese Gleichung so umzuformen, dass die Division 
durch 2 ausgeführt werden könne. Zu dem Ende werde ein beliebiges System: 
correspondirender Periodicitätsmoduln 

gesetzt, und es werden p Punkte a l9 a 2 , ... a p derart bestimmt, dass: 
(2.) 7 i;lf' b dw a + P a (x, l) =*' 2 £</*' dw a , a = 1 , 2, . . . p. 

Dass diese Gleichung lösbar ist, ergiebt sich nach Division durch 3 aus den* 

39* 
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Satze über die Umkehrung der Abelschen, Integrale. Ist «,, a 2 , ... a p eine 
Lösung, so folgt aus Gleichung (2.) nach dem Satze Aber die Umkehrung des 
Abelschen Theorems (s. Cl. G. A. F. §. 62 ; vergl. auch Weber ob. cit. Abb. 
§. 1), dass eine rationale Function £ von (s,z) existiren muss, welche für 
die Punkte e von der ersten Ordnung, für /li von der zweiten Ordnung un- 
endlich gross, für die Punkte a von der zweiten Ordnung unendlich klein 
wird, in allen übrigen Punkten aber weder Null noch unendlich ist. Ist da- 
her as+bz+c eine lineare Function von (*,*)? die für /x unendlich klein 



zweiter Ordnung wird, und <p( s , & ), diejenige ganze rationale Function, 
durch welche die Punkte s mit einander verknüpft sind (R. A. F. §. 16), 
so wird 

%.<p.(as + bz + c) *= ip 

für keinen im Endlichen befindlichen Punkt von T unendlich gross, ist dem- 
nach eine ganze rationale Function von ($, *), welche für die Punkte a un- 
endlich klein zweiter Ordnung, für die m + n — 2 (R. A. F. $.8) Punkte, in 
denen as+bz + c ausser in /li verschwindet, und für jedes sich aufhebende 
Paar von Verzweigungspunkten unendlich klein erster Ordnung, also im Ganzen 
in 2p+2r+m+n—2 = m(w — l)+n(m — 1) Punkten unendlich klein erster 
Ordnung wird. Hieraus folgt, dass der Grad von rp in Bezug auf s und * 
resp. der n— i te und m— i te ist, wie leicht aus (R. A. F. §. 8) folgt. 

Nach Analogie der Riemannschen Bezeichnung für Punkte, die durch 
eine Gleichung <p = verknüpft sind , wollen wir p Punkte a x , a, , ... a p 
mit fi durch eine Gleichung rp^ = verknüpft nennen , wenn eine ganze ra- 

tionale Function V/<(*> z) gefunden werden kann, die in a n a 2 , ... a p 
unendlich klein zweiter Ordnung wird und überdiess in den sich aufhebenden 
Verzweigung spunkten und in denjenigen m+n—2 Punkten in erster Ordnung 
verschwindet, worin eine für fi unendlich klein zweiter Ordnung werdende 
ganze rationale Function ersten Grades von (#, z) noch ausserdem Null wird. 
Alsdann haben wir den Satz: Jede Lösung a 19 a?, ... a p der Gleichung (2.) 
ist mit u durch eine Gleichung tp^ = verknüpft. 

Ist umgekehrt a M a 2 , . . . a p ein System von Punkten, die mit (x durch 
eine Gleichung tp^ = verknüpft sind, so ist 



c = 



w 



(as + bz+c)(p 
eine rationale Function von (s,z) mit den oben angegebenen Eigenschaften, 
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und daher nach dem v*6e/schen Theorem : 

2p— 2 /»* p /»«- 

(3.) ZiJ *dw a = 2i; t J dw a , a=l, 2, ... p. 
Hieraus folgt: 

(4.) £f at dw a = £*£*/'* dw<+\Pt{x, *), a = 1, 2, . . . p, 

wo x, X Zahlen werthe bedeuten, die mod2 vollkommen bestimmt sind. 

Es giebt bekanntlich 2 7p incongruente Systeme correspondirender halber 
Periodicitätsmoduln $P a ( x >fyi welche man dadurch erhält, dass man für x n 
x 2 , . . . x py &t, ^, . . . X p je eine der Zahlen und 1 setzt. 

Jedem Systeme von Punkten a, , a 2 , . . . a p , die mit fi durch eine Glei- 
chung ipp = verknüpft sind, entspricht vermöge Gleichung (4.) ein bestimmtes 
System correspondirender halber Periodicitätsmoduln. 

Das Problem, aus den Gleichungen 

(5.) f> a = £f'dw„ a = l, 2, ... p 

£m &i ••• $p *u bestimmen, wird für solche Werthe und nur solche Werthe 
der e a unbestimmt, denen § entsprechen, die mit p— 2 anderen Punkten durch 
eine Gleichung cp=0 verknüpft sind (s. Cl. G. A. F. §.52). Die Gleichungen 
(2.) könnten also für ein bestimmtes P a (%, A) nur dann mehr als ein System 
von Punkten a liefern, wenn ein diesen Gleichungen genügendes System 
oc n « 2 , ... a p mit p—2 anderen Punkten durch eine Gleichung <p = ver- 
knüpft wäre. Es wäre alsdann, wenn «,,. a 2 , ... a p mit p durch die Glei- 
chung y M = verknüpft sind, und as+bz+c in fi unendlich klein zweiter 

Ordnung wird, 

(as + 6* + <P* 

für keinen im Endlichen befindlichen Punkt der Fläche T unendlich gross, 
also eine ganze rationale Function von (s,z) die in m (n— 2) + n (ro— 2) Punkten 

»—2 »—2 

unendlich klein ist, also (R. A. F. §.8) eine Function <Pi( s , * )• Diese 
wird in den p—2 Punkten , die mit den a durch die Gleichung <p = ver- 
knüpft sind, und in fi unendlich klein zweiter Ordnung, in den sich aufheben- 
den Verzweigungspunkten unendlich klein erster Ordnung. Nun kann aber 

n—2 »—2 

fi so gewählt werden, dass keine Function von der Art (p x { s , z ) für das- 
selbe unendlich klein zweiter Ordnung wird, was jrich aus der oben citirten 
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Abh. des Herrn Weber (§. 3) ergiebt, wenn nicht besondere Besiehungen 
zwischen den 3/?— 3 Moduln der Klasse algebraischer Functionen, welche der 
Theorie zu Grunde gelegt werden, bestehen. 

Man kann also im Allgemeinen fi so wählen, dass keines der Systeme 
a mit p— 2 anderen Punkten durch eine Gleichung <p = verknöpft ist, und 
demnach jedem vorgeschriebenen P a (x, l) ein bestimmtes System von Punkten 
«i , a 2 , . . . a p , die mit /ti durch eine Gleichung rp^ = verknüpft sind, entspricht. 

3. 

Aus den Gleichungen (i a .) und (2.) vor. No. folgt: 

(1.) c a {p-\) = ±P&,X)-£f at dw a , a = i, 2, ... p. 
Demnach ist A 

(2.) & (a (u a (S) - £ u* (&))) = # (a (/%• - £f h dw>- * P a (*, lj)) - 



" a t> 



Das Argument auf der rechten Seite dieser Gleichung hat die Form, auf welche 
die Herren Clebsch und Gordan (A. F. §. 56) dasselbe gebracht haben. Um 
die Uebereinstimmung deutlicher hervortreten zu lassen, bemerken wir Folgen- 
des: Eine Curve 

(3.) vC*,^ 1 ) = 
ist vollständig bestimmt durch die Bedingungen, dass sie durch die Doppel-* 
punkte (sich aufhebende Yerzweigungspunkte) der Curve 

(4.) . F(s y I) = 0, 
durch p auf der letzteren willkürlich angenommene Punkte und durch m+n—2 
der Durchschnittspunkte einer Geraden: 

as + bz+c = 
mit der Curve (4.) hindurchgehen soll, wie sich aus der Vergleichung der An- 
zahl der disponiblen Coefficienten der Gl. (3.) mit der Anzahl der Bedingungs- 
gleichungen ergiebt. Es ist daher die Curve (3.) die Curve iV— 2 ter Ordnung 
der Herren Clebsch und Gordan, wenn wir, um Verwechselungen vorzubeugen, 
mit N den Grad der von ihnen der Theorie zu Grunde gelegten algebraischen 
Gleichung bezeichnen. 
Eine Curve 

(5.) <p(s\ m * 2 ) = 
dagegen ist vollständig bestimmt durch die Bedingungen, dass sie durch die 
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Doppelpunkte der Curve (4.) und durch p — 1 auf der letzteren willkürlich 
angenommene Punkte hindurchgehen soll. Die Curve (5.) stimmt daher mit 
der Curve iV— 3 ter Ordnung derselben Herren Verfasser fiberein. Dass im 
wirklichen Grad eine Abweichung vorhanden ist, hat seinen Grund darin, 

V JA 

dass f(s,ss) in der Riemannschen Bezeichnung eine nicht complete ganze 
rationale Function [i+v ien Grades bedeutet; ein Grund, welcher auch die Ver- 
schiedenheit der Ausdrucke ffir p in der Theorie von Riemann und der Herren 
Clebsch und Gordan veranlasst. * 

4. 

Setzt man in Gleichung (2.) vor. No. £,, &, ... § p resp. gleich cr M 
a 2 , ... a p , so wird im Allgemeinen nach No. 1. und 2. 

1 M 

nicht identisch in jedem Punkte £, sondern nur in «,, « 2 , ... a p verschwinden. 
Soll also letztere Function in (i verschwinden, d. h. 

(1.) *(I(iP.(«,*))) = 

sein, so muss eine der Grössen a mit fi zusammenfallen; und umgekehrt, 
wenn letzteres stattfindet, so wird die Gleichung (1.) erfüllt. In diesem Falle 
ergiebt sich aus No. 2, dass die Function w* durch welche die a mit ^ ver- 
knüpft sind, durch die in (i uliendlich klein werdende Function as+bz + c 
theilbar, und der Quotient eine Function <p ist, welche in den von /ti ver- 
schiedenen Punkten a unendlich klein zweiter Ordnung wird. (Vergl. Cl. 
G. A. F. §. 75 und Weber o. c. Abh. §. 6.) 

Man nennt bekanntlich ein System ±P a (x, X) von correspondirenden 
halben Periodicitötsmoduln ein gerades oder ungerades, je nachdem 

(2.) #iAi+*2*2+- ,, +* J ,*p = oder 1 (mod2). 

Nun ist im Allgemeinen &\a(±P a (x, *))) Null oder von Null verschieden, je 

nachdem \P a (x,k) ein ungerades oder ein gerades System halber Periodicitäts- 
modulu ist. (Vergl. Cl. G. A. F. §. 75 und Weber §. 7.) 

Aus beiden Sätzen ergiebt sich, wenn wir ein System a t , o?, ... a p9 
das mit fi durch eine Gleichung w = verknüpft ist, nach der Analogie der 
Clebsch - Gor danschen Bezeichnung ein eigentliches oder ein uneigentliches 
System (a) nennen, je nachdem keine der Grössen a^ <% , ... a p oder eine 
mit fi coincidirt, der Satz: 
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Durch die Gleichung (2.) No. 2. sind die geraden Systeme halber Perio- 
dicitälsmoduln den eigentlichen Systemen (a), die ungeraden Systeme den un- 
eigentlichen zugeordnet. 

Da es nun bekanntlich 2 P " 1 (2 P -1) Systeme ungerader und 2*~ l (2*4-1) 
Systeme gerader halber Periodicitötsmoduln giebt, so ist auch die Anzahl 
der uneigentlichen Systeme (a) gleich 2 p ~\2 v —\) und die Anzahl der eigent- 
lichen 2*- 1 (2*+i) (vergl. Cl. G. A. F. §.75 und Weber §.7). 

5. 

Die sämmtlichen Systeme (a), welche für alle möglichen Werthe von 
P a (%,X) durch Gleichung (2.) No. 2 auf transcendentem Wege geboten werden, 
genfigen einem Systeme algebraischer Gleichungen, welches folgendermassen 
aus der Definition der Functionen ip M sich ergiebt. 

Bestimmt man die Coefficienten der Function y/( s , z ) derart, dass 
dieselbe in den sich aufhebenden Verzweigungspunkten und in den m+n—2 
Punkten, worin die in u unendlich klein zweiter Ordnung werdende Function 
as+bz+c noch ausserdem verschwindet, so erhält y die Form: 

(l.) v( * > * ) = SuVu+CiV / i+£2y'2+-"+5pyv> 

worin die £ willkürliche Constanten, die rp bestimmte ganze rationale Functionen 
von (*, *) sind. Setzt man in die beiden Gleichungen 

(2) ' 11,-0 dVfdF *^-0 

ffir (s,&) successive (6 l9 ai), (62,02), ••• (b P 9<*p)i so erhalt man 2p Glei- 
chungen, und aus diesen, durch Elimination der Grössen £, p Gleichungen, 
welche in Verbindung mit den p Gleichungen: 

(3.) F(&„<0 = 0, , = 1, 2, ... p 

zur Bestimmung der Punktsysteme (b iy a t ) oder (a) dienen. Wir wissen aus 
No. 2, dass wir als Lösungen dieses Systems von Gleichungen, die den ver- 
schiedenen 4 P a (x, l) entsprechenden Punktsysteme (a) erhalten müssen. 
Aber wie ordnen sich die auf dem eben angegebenen algebraischen Wege 
ermittelten einzelnen Systeme («) den verschiedenen Systemen halber Perio- 
dicitälsmoduln zu? 

Diese Frage hat nur dann einen bestimmten Sinn, wenn die Art der 
Zerschneidung der Flache T, welche vorgenommen wird, um diese Fläche 
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in eine einfach zusammenhangende zu verwandeln, (R. A. F. §§.3 u. 19) 
fixirt ist. Aus den Untersuchungen der Herren Clebsch und Gordan (A. F. 
§. 89) geht nämlich hervor, dass man die Querschnitte so wählen kann, dass 
ein beliebiges eigentliches System (a) von Lösungen der oben erwähnten al- 
gebraischen Gleichungen dem Systeme £^(0,0) vermittelst der Gleichung 
(2.) No. 2 zugeordnet ist. Man kann daher, wie sich aus (Cl. G. A. F. 
§. 93) ergiebt, statt die Querschnitte von vorn herein festzulegen, ein beliebiges 
eigentliches System (a) dem Systeme ^P fl (0, 0) vermittelst Gleichung (2.) 
No. 2. zuordnen, worauf sich die Grösse der Periodicitätsmoduln a* be- 
stimmen lässt. 

Ist jedoch die Art der Zerschneidung der Fläche 7 fixirt, so sind hier- 
mit die Periodicitätsmoduln gegeben, und es ist jedes System (a) durch Glei- 
chung (2.) in No. 2. einem bestimmten Systeme correspondirender halber 
Periodicitätsmoduln zugeordnet. Für diesen Fall wollen wir in der folgenden 
Nummer einige Bemerkungen, welche auf die oben aufgeworfene Frage Be- 
zug haben, anschliessen. 

6. 

Ist («') ein festes System, (a) aber ein beliebiges System, J-P.C*', A f ) 
und i P a (%, l) die denselben resp. zugeordneten Systeme correspondirender 
halber Periodicitätsmoduln, so ist nach Gleichung (2.) oder (4.) No. 2. 

(1.) 2j c dw a =\2;>J dw a +lP ü (x',X'), 

" * ) a = 1, 2, . . . p. 

(2.) Zj dw a = i 2*1 dw a + \P a (*, X). \ 

In diesen Gleichungen erstrecken sich die Integrale rechter Hand über 
die in der Gleichung (l a .) No. 2. vorgeschriebenen Wege, die Integrale linker 
Hand über diejenigen, welche die Umkehrung der Abelschen Integrale erfordert. 
Wenn wir das durch die Differenz J P« (*, A) — 1 P, (*', *') entstehende System 
correspondirender halber Periodicitätsmoduln mit £(?«(*,*) bezeichnen, so er- 
giebt die Subtraction der Gleichungen (1.) und (2.) 

(3.) i Q a (x, 1) = ic/ a 'tfa> a , a = 1, 2, . . . p 



a 



(vergl. Cl. G. A. F. §. 56 und Weber 1. c. §. 6), 
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wo die Integrationswege rechter Hand ebenfalls bestimmt sind, wenn x, l 
bestimmte Zahlen bedeuten, aber willkürlich gewählt werden dürfen, wenn 
diese Zahlen nur bis auf Vielfache von 2 als gegeben betrachtet werden. 
Unter der letzleren Voraussetzung denken wir uns, um eine bestimmte Vor- 
stellung zu haben, die sammtlichen Integrationswege rechter Hand in Glei- 
chung (3.) in der einfach zusammenhangenden Fläche T verlaufend. Als- 
dann können diese Gleichungen dazu dienen, die numerischen Werthe der 
ganzen Zahlen x, l in i Q t (*, l) zu bestimmen, sobald die Periodicitätsmoduln 
a* und die Integrale rechter Hand berechnet sind. 

Wählt man für («} nach und nach alle eigentlichen und uneigentlichen 
Systeme, so erhält man durch die Gleichung (3.) successive 2 ?p incongruente 
Systeme halber Periodicitätsmoduln £&(*, A), und die Systeme (er) sind anf 
diese Weise einem unter ihnen (<*') als Basis zugeordnet worden. 

Denken wir uns nunmehr für die Basis («') successive alle Systeme 
(<*) gewählt, und jedesmal die Zuordnung aller übrigen Systeme durch Glei- 
chung (3.) ausgeführt, so sind wir im Stande das System (a°J, welches ver- 
mittelst der Gleichung (2.; No. 2. dem Systeme iP t (0, 0) zugehört, von 
allen übrigen Systemen (a) auszusondern. 

In der That ergiebt für das letztere System als Basis, wenn also (a°) 
an die Stelle von (a') gesetzt wird, wie aus No. 4. folgt, die Gleichung (3.) 
ein gerades oder ein ungerades System halber Periodicitätsmoduln £&(*,*), 
jo nachdem das System der oberen Grenzen (a) ein eigentliches oder ein un- 
vigvHtliches ist. 

Umgekehrt ist das System (a") das einzige unter den Systemen (a), 
welches diese Eigenschaft besitzt. 

Da 



2l<J dWi = £tj dw^—£tj rfir ft , 



ho orgiobt sich die Richtigkeit des letzteren Satzes, wenn nachgewiesen ist, 
du** unter den Differenzen, welche aus ein und demselben System {Q a (x',X') 
und jedem einzelnen der geraden Systeme halber Periodicitätsmoduln ge- 
bildet werden, mindestens eine ist, welche ein ungerades System halber Perio- 
dlrltAtumoduln darstellt. 

K* wl daher | (JA*> *) irgend ein gerades System, so ist die Differenz 
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ein gerades oder ungerades System, je nachdem 

(4.) -f •(*»-*;)(*!-*;) = oder 1 mod2 (s. No. 4. Gl. (2.)). 

Nun ist 

p . 

2!tx b k h = mod2, 

und wenn wir mit d die Null oder Eins bezeichnen, je nachdem A(M*'>*') 
ein gerades oder ungerades System ist, 

ii^ == d mod2. 
Es ist demnach i Q a (*—%', A— A') dann und nur dann ein gerades System, wenn 

(5.) -f»(*,ii;+*;ili) = Ö mod2. 

Es ist nun nicht möglich, dass für alle geraden Systeme A&(*> A) diese Con- 
gruenz erfüllt werde. Denn der Voraussetzung nach sind in dem Zahlen- 
systeme: 

/*,* *ai • ' ' x p \ 

U* A i'J 

nicht alle gleichstelligen *' und A' gleichzeitig congruent Null. Ist ausserdem 
lQ a (x f ,l') ungerade, so muss wenigstens ein Paar gleichstelliger x, k' dieses 
Zahlensystems congruent Eins sein. 
Es sei nun 

1) A &(*'**') gerade, also <? = 0, und *'/ = l oder Aj = i. 
Wählen wir in dem einen oder anderen Falle ein gerades System 

A Qa (*, K -> in welchem alle x und A congruent Null sind, ausser A z oder x l 9 
die resp. congruent Eins, so wird die Congruenz (5.) nicht erfüllt, da die 
linke Seite congruent Eins. 

2) A &(*'**') ungerade, also J=l, und xj = i, A) = 1, so muss 
man zwei Fälle unterscheiden: a) Sind alle übrigen x\ A' Null, so wähle 
man ein gerades System lQ a (z,k\ worin */ = 1, A ; = 1 ; * m i^l, A w = 1, 
alle übrigen *, k Null; so wird die Congruenz (5.) nicht erfüllt, da die linke 
Seite congruent Null ist. b) Sind noch andere der Grössen x, A' con- 
gruent Eins, z. B. x' m r~ 1 oder l' m = 1 , so wähle man das gerade System 
A &(*,*) so, dass */=l, A/EeeO; x m EEEO, A m = 1 oder * m =l, A m = 0, 
alle übrigen x, k congruent Null; so ist wieder die Congruenz (5.) nicht er- 
füllt, da die linke Seite congruent Null ist. 

40* 
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Wegen dieser bewiesenen Eigenschaft des Systems (<x°) wollen wir 
dasselbe das zu u gehörige Hauptsystem nennen. 

7. 

Wir gehen dazu über, die in No. 3. Gleichung (2.) angenommene 
Darstellung der Argumente der Thetafunction auf die Bestimmung von #(0, 0,. . . 0) 
anzuwenden. Herr Thomae hat (d. J. B. 66 pag. 95) für tflog#(Q,0, ... 0) 
als Function der sich nicht aufbebenden Verzweigungspunkte, die als von 
einander unabhängig vorausgesetzt werden, einen eleganten Ausdruck gegeben 
und denselben für die hyperelliptischen Functionen (d. J. B. 71 pag. 201) voll- 
ständig berechnet. Die weitere Behandlung desselben Ausdruckes für den 
allgemeinen Fall ist jedoch durch beträchtliche Schwierigkeiten gehemmt (s. die 
Abh. des Herrn Thomae B. 66). Der von Herrn Thomae gegebene Ausdruck 
nimmt aber eine wesentlich einfachere Gestalt an, wenn man von der er- 
wähnten Form der Argumente der Thetafunction ausgeht. 

Es sei W n W 2 , ... W p ein System unabhängiger Integrale erster 
Gattung, so dass 



»—2 m— 2 



n ds 

wo die Functionen f a ganz und rational sind und für die sich aufhebenden 
Verzweigungspunkte verschwinden, während die noch übrigen p willkürlichen 
Constanten jeder derselben (R. A. F. §. 9) einer späteren Disposition vor- 
behalten bleiben. Setzt man die Determinante 

ä?\ ap, . . . a<;> 



= v 



Af\ Aür\ . . . Ay 

wo A ( i k) den Periodicitätsmodul von W t am Querschnitte a k bedeutet (R. A. 
F. §. 20), so ist bekanntlich 

(2.) f *« = ^-f*a2üT Wr M a=l, 2, ... /> 

ein System unabhängiger Integrale erster Gattung von der Beschaffenheit, dass 
der Periodicitätsmodul von tv a am Querschnitt a a gleich ni, an allen übrigen 
Querschnitten a gleich Null, am Querschnitte b y gleich a ay , und zugleich findet 
die Beziehung statt, dass a HV = a Vfi (R. A. F. §.18—21). 
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Es sei ferner 



(3.) « ft = tr ft + c ft , 



wo c a dieselbe Bedeutung habe wie in No. 1, und k irgend einer der sich 
nicht aufhebenden Verzweigungspunkte, und o der demselben zugehörige Werth 
von s, so mögen aus den Gleichungen 

V 

(4.) u a (o, k) -JZ *u a (•„ s b ) = 0, a = 1, 2, . . . p 

die p Grössenpaare (* n 3,), (*2 5*2)9 ••• (*?>**>) bestimmt werden. Bezeichnet 
man 



du *%>*ö kurz mit ^, und setzt: 



<fei 



du, 
du t 



du p 
diT' 



dt*, 
d*^ 

di* t 



rfw, 



• • • 



• • • 



• • • 



du x 
dt p 

du t 
dz n 



dU) 
dz. 



= a, 



dz, ' 

so findet Herr Thomae 1. c. ein Resultat, welches im Wesentlichen auf das 
Folgende hinauskommt: 



(5.) 



dlogi»(0,0 1 ...0) _ 

dk ~~ 



, d'logA 

* dk > 



wo wir durch den an das Differentiationszeichen rechts oben angefügten Index 
angedeutet haben, dass bei der Differentiation nach k die in A enthaltenen 
Grössen (** , &*) ö& von k unabhängig behandelt werden sollen. 

Dieses Resultat wollen wir einer Transformalion unterwerfen. Zu- 
nächst ergiebt sich leicht aus einem, bekannten Determinantensatz, wenn man 



und die Determinante: 





dW t ( Si , 


*») _ dW a 




dzt 


dzt 


d\V, 


dW, 


dW, 


dz, ' 


dz, ' 


dz p 


dW, 


dW, 


dW, 


dz, » 

• 


dz, ' 

• 


dz p 

m 


• 
• 

dW p 


• 
• 

dW p 


• 

dW p 



dz, » dz, ' 



dz. 



= D 
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setzt, 



also 



(6.) A = 2Ä..J>, 

(7 \ d'logA __ d'lofrD dlogy 



8. 

Es ist nun das erste Glied auf der rechten Seite der letzten Gleichung- 
vor. No., welches wir weiter umformen wollen. Lassen wir zu dem Ende 
den Punkt ,u in No. 1— 6 in den Verzweigungspunkt k hineinrflcken, und 
verstehen unter (a°) das dem k zugehörige Hauptsystem, so wie unter |* den 
Punkt (**,* b ), unter § den Punkt (*,*), so folgt aus Gleichung (l a .) und (2.) 
No. 2. 

(1.) « t (v*)--f»*.fo,*i) =f*dUt-Z%J**dM„ a= 1, 2, . . . p. 



«eo 



Die Gleichung (4.) vor. No. wird daher 



(2.) k%f du a = 0, a = 1, 2, 



«00 



welche sofort ergiebt: . 

(3.) & = «r, i a =af°, . . . £, = < } . 

Die lineare Function öw+6ä+c in No. 2, welche in /t unendlich klein zweiter 
Ordnung wird, ist hier, mit Rücksicht auf (R. A. F. §6), gleich js — Ar. Die- 
selbe verschwindet in noch ?i — 2 anderen Punkten. Daraus folgt, auf dieselbe 
Weise wie in No. 2, dass die Function y k3 durch welche die Grössen (ce°) 
mit k verknüpft sind, in Bezug auf s vom rc— 2 ten , in Bezug auf z vom 
m— l ten Grade ist. 

Es sind nunmehr 




dt 



J:=a L ds 




endliche Grössen. Weil ausserdem (a°) ein eigentliches System ist, so ist, wenig- 
stens so lange als nicht besondere Beziehungen zwischen den sich aufhebenden 
Verzweigungspunkten bestehen, wie im allgemeinen Falle t u, so hier Ar von 
af' , c4 0) , . . . a< (,) verschieden, demnach ist die Grösse 8 nicht Null. Setzen 
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wir also 



(4.) 



2ö 



= C, 



so ist C. eine endliche Conslante, and die Differenz 



8W, 
dk 



- C -S\ 



V'*Q,s) j_ 

— w d *> 



deren Minaendus and Subtrahendus nur für (s, z) = (o, h) und zwar beide wie 
— 2la (« — ä)~* unendlich werden, ist ein in der ganzen Fläche T endliches 
Integral» Es ist demnach 



(5.) 



dW '-C. C ** ( *'*:L «fe = l.,W r i + A«ff r s +-. + l ( -W;+Conrt., 



dk 



■s, 



*) 






wo die Grössen X Constanten bedeuten (R. A. F. § 4). 

Differentiiren wir diese Gleichung nach s, so erhalten wir 

*W ltt dW n , , , dW 

dk dt 



, fi * B dW ü n y t (s, ») _ j »», ,, »»,, ,, »"p 



(s-ft) 



ÖF 



dt 



dz 



Setzen wir hierin successive für (*, s) die Punkte uf\ oj"', 
halten wir 



* ds 



. a£°, so er- 



(7.) 



ö' dW. iL , dW, ,. . 

= -f « A «"ÄT» für a = 1, 2, . . . p; 



oft ds» r 5 "" da 

daher ist, wenn wir zur Abkürzung 



setzen, 



dk ~ T' 



dW, 



4 dW ' 

f c ** dir 



dw. 



— y(»0 



d»r. 



ds. 



ds, ' 



dW,_, «HFi_, 



ds, 



«*Wi-i 



ds 



i 



dWi 



ds, ' 



dW* 



ds, ' 

dW r f 
ds, ' 



dW. 



• • • 



ds 



p 

(PO 



dW t 



ds. 



d>F. 



ds. 



da, ' 



ds. 



= DJEtlu- 
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Folglich ist 






9. 

Die Grössen l lassen sich aus Gleichung (6.) vor. No. auf algebraischem 
Wege bestimmen. Die Rechnung wird sehr einfach, wenn wir aber die in 
jedem f a (s, z) in No. 7. willkürlich gebliebenen p Constanten folgendermassen 
disponiren. Es seien b k , 6 2 , ... b p willkürlich gewählte Punkte der Fläche 
T, die sowohl untereinander als auch von den Verzweigungspunkten voll- 
kommen unabhängig sind. Es werden nun die p Constanten in f ü (s, ss) so 
bestimmt, dass diese Function für alle b ausser b a verschwindet, in b a aber 

den Werth von -~- in demselben Punkte annimmt. Dieses ist immer zulässig, 

wenn nicht die Punkte b Beziehungen zu einander haben. 
Die Gleichung (6.) vor. No. ergiebt alsdann: 

( } ' ak % yV^l ~ " 

In der Umgebung des Punktes b { in der Fläche 7 ist 

(2 .) L&£L = € + Cl ( Ä _6 <) + C2 (^ 6 ,) 2 +-, 

a» 

(e = 1 oder 0, je nachdem a = i oder a Sj •), 

wo c n c 2 , ... von s unabhängige Grössen sind, und mit b i auch der Werth 
von ss im Punkte 6, bezeichnet ist. Aus Gleichung (2.) folgt, dass das erste 
Glied auf der linken Seite der Gleichung (1.) verschwindet, dass also 

Aus den Gleichungen (5.) und (7.) No. 7., Gleichung (8.) No. 8. folgt daher: 

fd . diog*(0,o,...0) _ , diogy , ,. jt^r »»(«»») 

In dieser Gleichung ist das erste Glied ein vollständiger Differentialquotient 
einer transcendenten Function; das zweite eine wohlbestimmte algebraische 
Function. 
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10. 

In dem besonderen Falle der hyperelliptischen Integrale sei die der 
Theorie zu Grunde gelegte algebraische Gleichung 

(1.) * ? -Ä(*) = 0, 
wo 

und die Grössen k von einander unabhängig vorausgesetzt werden. In diesem 
Falle sind keine sich aufhebenden Verzweigungspunkte vorhanden. Ist daher 

9 00 = C*-*i) (*-**) ••• C«-*^ 
so kann man setzen: 

Da sich aufhebende Verzweigungspunkte nicht vorhanden, so kann man für 

it— 2 m— 2 

y ( * , j» ) eine ganze rationale Function p— l ten Grades von * wählen. 
Eine solche Function wird in einem Verzweigungspunkte, wo sie verschwindet, 
unendlich klein zweiter Ordnung. Daher können die Grössen e in No. 2 zu 
je zweien einander gleich und gleich einer der Grössen k n k 2 , ... k 2p+ 2 ge- 
nommen werden. 

Ist k eine dieser Grössen und fällt /u in k hinein, so ergiebt die Glei- 
chung (2.) No. 2 für das System der oberen Grenzen (a) p Verzweigungspunkte, 
da im gegenwärtigen Falle jede zwischen zwei Verzweigungspunkten verlau- 
fende Integration eines der Systeme correspondirender halber Periodicitätsmoduln 
liefert. Man kann also, wenn k', k" 9 . . . k ip) die p Verzweigungspunkte sind, 
welche die Gleichung (2.) No. 2 für ein bestimmtes P a (x,l) ergiebt, das zu- 
gehörige V'*(*>*) setzen 

Sind insbesondere Ä n & 2 , ... k p diejenigen Verzweigungspunkte, welche die 
Gleichung (2.) No. 2 für P fl (0, 0) liefert, also das System (a°), so sind diese 

Verzweigungspunkte von k verschieden, da in ihnen #(a( / rf«0«)) ver- 

schwindet, während diese Function für g=k in die im Allgemeinen nicht 
verschwindende Grösse #(0, 0, ... 0) übergeht. Die zu (a°) gehörige Function 
V*(«,») ist 

(3.) y>„ (»,») = V (») = (» — &,) (x - k 7 ) ... (a - k p ). 
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Es ist alsdann 



(4.) C a = 



Also gebt das zweite Glied der rechten Seite der Gl. (4.) vor. Nq. über in 

, ^ v(*0 <K*) 

* i 9'(KK*-*.y >(*)' 



Setzt man 






so ist nach Gleichung (4.) vor. No. 

dlog*(0 > > ...0)_ l dlogy , , p, dlogCh-bQ 

dk dk ' * 

+ i^<^«*<« x — — 



i i 



dk 



11. 

Zieht man es vor, bei den hyperelliptischen Integralen die gewöhnliche 

Form 

dW. ,- 



festzuhalten, so wird 

Ifa—i 

Die Gleichung (6.) in No. 8 wird gegenwärtig: 

W ^ZJ ■*» *•»* • 

Setzt man 

— z~k — - * (a) ' 

so folgt aus Gleichung (3.) 

also 

T *~ 2y(*) i 1.2...(a-l) L <fe«-» J x= „ - 2v»(*)' 
also 

m * i _ VW _ i aiogiK») 
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also nach Gleichung (8.) No. 8 

d'logD _ , dlogtft(k) 
dk ~ * dk 

und folglich nach Gleichung (5.) und (7.) No. 7 

rR dlog*(0,0,...0) _ , dlogy , , dlogtfiCK) 

w die ~ * dk +t äi ' 

was mit dem Resultate des Herrn Thotnae (ob. cit. Abh. d. J. Bd. 71 pag. 216) 
übereinstimmt. 

Greifswald im März 1871. 
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lieber die linearen Differentialgleichungen, welchen 

die Periodicitfttsmoduln der Abelschen Integrale 

genügen, und über verschiedene Arten von 

Differentialgleichungen für #(o,o, ...o). 

(Von Herrn L. Fuchs in Greif»wald.) 



An einer früheren Abhandlung (d. J. B. 71) haben wir die Periodici- 
tälsmoduln der hyperelliptischen Integrale als Functionen eines Parameters 
einer näheren Untersuchung unterzogen und namentlich auch die linearen 
Differentialgleichungen aufgestellt, welchen diese Functionen genügen. In dem 
Folgenden wollen wir ebenso für die Periodicitätsmoduln der allgemeinen 
Abelschen Integrale, als Functionen eines der sich nicht aufhebenden Ver- 
zweigungspunkte der der Theorie zu Grunde gelegten Fläche T, lineare Dif- 
ferentialgleichungen entwickeln, unter der Voraussetzung, dass die sich nicht 
aufhebenden Verzweigungspunkte von einander unabhängig sind. 

In diesem Journale B. 36 h&Uacobi für das elliptische #(0) als Function 
von log q eine Differentialgleichung dritter Ordnung entwickelt, deren Coef- 
ficienten numerische Grössen sind. Dieselbe steht in enger Beziehung zu der 
bekannten linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher K und K* 
genügen, und sie lässt eine unmittelbare Anwendung auf die Transformation 
zu. — Wir wollen im Folgenden zeigen, dass ähnliche Relationen sich in 
der Theorie der Abelschen Functionen zwischen #(0,0,... 0) als Function 
der Periodicitätsmoduln und deren partiellen Ableitungen nach denselben er- 
geben, und dass die Herleitung derselben entweder mit Hülfe der bei den 
oben angeführten Differentialgleichungen der Periodicitätsmoduln in dieser Ar- 
beit hergestellten Beziehungen, oder auch unabhängig von diesen möglich ist. 

Da jedoch die Periodicitätsmoduln nicht von einander unabhängig sind, 
so scheinen uns für manche andere Zwecke, als die sich unmittelbar auf das 
Problem der Transformation beziehenden, solche Differentialgleichungen den 
Vorzug zu verdienen , welchen & (0, 0, ... 0) als Function eines der 3p— 3 
Klassenmoduln, oder eines der als unabhängig von einander vorausgesetzten 
sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte genügen. Wir wählen die letzteren 
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als unabhängige Variabein und zeigen, dass #(0,0,... 0) als Function der- 
selben gewisse algebraische Differentialgleichungen befriedigt. 

In der Bezeichnung schliessen wir uns überall an die Abhandlung von 
Riemann (d. J. B. 54) an, welche wir kurz als R. A. F. citiren. 

1. 

Ehe wir in unsere Untersuchung eintreten, ist es nöthig nachzuweisen, 
dass die sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte der die algebraische 
Gleichung 

(1.) Ffrl) = 

darstellenden Fläche 7 als von einander unabhängig vorausgesetzt werden dürfen. 
Zwischen der Anzahl w dieser Punkte, und der Anzahl 2p von Quer- 
schnitten, welche die Fläche T in eine einfach zusammenhangende verwandeln, 
findet die Beziehung statt: 

(2.) w = 2n+2(p-l) (R. A. F. §.7). 

Für die mit Gleichung (1.) zu derselben Klasse gehörigen algebraischen Glei- 
chungen ist;; unveränderlich (R. A. F. §11). Die Gleichung niedrigsten 
Grades in derselben Klasse hat für p > 2 die Form 

(3.) F^sjz) = 0, 
und es ist 

(4.) p = 2v-e, 

wo 6 = 2 oder 3, je nachdem p gerade oder ungerade. (R. A. F. §.13). 

Es sei Wt die Anzahl der sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte 
der Gleichung (3.), so ist nach Gleichung (2.) 

(5.) Wl = 2v + 2{p-\), 

oder 

(6.) w, = 6j/-2(1-H). 

Die Anzahl {v-\-\f der Conslanten der Gl. (3.) ist also um mehr als eine 
Einheit grösser als w t . 
Nun sei 

(7.) « = */ + £, m = v+ri, 

wo £ und rj entweder Null oder positive ganze Zahlen sind, es folgt alsdann 
aus Gl. (2.) und (5.) 

(8.) w = m>,+2£. 
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Die Anzahl der Constanten der Gl. (1.) ist 

(ffH-l)(w + l) = (>M-l+£^ 

also übertrifft die Anzahl der Constanten der Gl. (1.) die der Gleichung (3.) 
um mehr als 2£, und demnach die Anzahl w der sich nicht aufhebenden Ver- 
zweigungspunkte der Gleichung (1.) um mehr als eine Einheit, so dass im 
Allgemeinen letzteren Punkten willkürliche, von einander unabhängige Lagen 
gegeben werden können. 

Zu demselben Schlüsse gelangt man auch für p = 1 oder 2. Wir 
werden demnach in dieser Arbeit die sich nicht aufhebenden Verzweigungs- 
punkte als von einander unabhängig betrachten. 



2. 

* 

Eine fernere Bemerkung bezieht sich auf die Darstellung einer rationalen 
Function von (*, «), die in gegebenen Punkten unendlich gross und in anderen 
gegebenen unendlich klein werden soll. 

Bekanntlich kann man mit Hülfe der Gleichung 



n m 



(1.) F(t,«) = 
jede rationale Function /(*, i) auf die Form bringen : 

wo die Grössen £„_!, L n _ 2 , . . . Uy und N ganze rationale Functionen von 
ss sind. 

Soll daher /(*,*) in den Punkten (* i9 £i), ($2**2)5 • • • («»9*») unend- 
lich gross erster Ordnung, sonst aber überall endlich werden, und setzen wir 

und bezeichnen die n—\ übrigen Punkte der Fläche T 9 welche mit (*«,««) 
zu demselben Werthe * fl gehören, mit (*i,s a ), (*i\* t ) 9 ... (fü"" 1 *, *«) * so ist 
der Zähler so zu bestimmen, dass er in den Punkten (s„ *«), (**, s a ), ..• (t/JT" l \ s«) 
(a= 1,2, ... m) von der ersten Ordnung verschwindet. Diese m(ft— 1) Be- 
dingungen liefern ebenso viele lineare Gleichungen für die Coefficienten der 
L als Unbekannte. — Ist u die Anzahl dieser Coefficienten und 

/u — m(ii— 1) = v+1) 
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so treten zu jenen Gleiohungen- noch v andere hinzu, welche ausdrücken, 
dass der Zähler von f{s,z) ausserdem in den v gegebenen Punkten (b n a^ 
(62,02), ... (K, a y) erster Ordnung verschwinden soll. Die Gesammtheit der 
/u—1 Gleichungen liefert die Verhältnisse der Coefficienten der L als rationale 
Functionen der Grössen (*«*«), (s a ^z a \ ... («S""" -0 , »«) und (6i,tii), (62,02), ••• (6„ <**)• 
Da diese Functionen, wie sich aus der Theorie der linearen Gleichungen er- 
giebt, in Bezug auf *' a , *«, . . . s[*~ l) symmetrisch sind, und die symmetrischen 
Functionen dieser Grössen sich rational durch die Coefficienten der verschiedenen 
Potenzen der Gleichung 

(IV) F(s,l a ) = 

und durch * a ausdrücken lassen, so ergiebt sich schliesslich der Satz: 

Die Constanten in der rationalen Function f(s, 3), welche dadurch be- 
stimmt wird, dass sie in den gegebenen Punkten (*i,*i), (029*2), ... (s m ,z m ) 
unendlich gross erster Ordnung, sonst überall endlich, und in den gegebenen 
Punkten {b l ^a 1 )^ (62,03), ... (b v ,a y ) unendlich klein erster Ordnung wird, 
lassen sich als rationale Functionen dieser beiden Reihen von Grössenpaaren 
darstellen, deren Coefficienten ihrerseits rational aus den Constanten der Glei- 
chung (1.) zusammengesetzt sind. 

Wenn m>p, so ist nach (R. A. F. §. 5 u. 8) die Bestimmung einer 
rationalen* Function gemäss den obigen Bedingungen stets möglich, und es 
ergiebt sich v = m—p, so wie dass der Zähler derselben noch ausserdem in 
p Punkten verschwindet. 



3. 
Es sei 






irgend ein Integral erster Gattung (R. A. F. §. 9), und k irgend einer der 

d x U 

sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte, so ist -5p- in der Fläche 7 fiber- 
all ausser in k endlich und hat in der Umgebung von k die Form 

(2.) $£- = ca(»-*f ^+«i-i(«^ 
wo G nur positive ganzzahlige Potenzen von (*— Ar)* enthält. 
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Es seien min e^e^ ... e p p willkürliche, aber feste Punkte der Fläche 
T 9 so lässt sich eine rationale Function #i(*, *) derart bestimmen, dass der 
Nenner derselben in k unendlich klein der Ordnung 2Ä— 1, In den Punkten 
s unendlich klein erster Ordnung wird, während ihr Zähler für die noch 
übrigen Nullpunkte des Nenners von gleicher Ordnung wie dieser verschwindet. 
Alsdann enthält der Zähler noch 21 willkürliche Constanten (R. A. F. §. 8), 
aber welche wir folgendermassen verfügen. In der Umgebung von Ar hat 
Xi(*,z) die Form: 

(3.) *,(*,*) = (*-&) 2 (e 1) +e l (z-ky + e i (z-k) , + -+c 2l _,(s-k) * )+H, 
wo H nur positive ganzzahlige Potenzen von (a— &)* enthält. Wir setzen nun 

(4.) j _ 

3j — C l <i &2 — C l-1 9 • • • 021—2 — C l • 

Dieses giebt im Ganzen 2A— 1 Bedingungen, gerade so viel, als zulässig sind. 
Es ist alsdann 

in den Punkten e unendlich gross erster Ordnung, sonst aber überall endlich. — 
Sind daher f n t 2 , ... t p Integrale zweiter Gattung von der Beschaffenheit, 
dass t y in e v unendlich gross erster Ordnung, sonst überall endlich ist, sind 
ferner £/ M U 2 , ... U p ein System linearunabhängiger Integrale erster Gattung, 
so dass 

»—2 m-2 ' 



«s- 



dF 
ds 

so ist (R. A. F. §. 5) 

d l U 

wo die Grössen y und d Constanten bedeuten. 



4. 

Die Grössen y, S in Gl. (5.) vor. No. lassen sich, wenn die Function 
Xx und die Integrale t v gebildet sind, auf algebraischem Wege berechnen. — 
Differentiiren wir daher die Gleichung (5.) vor. No. nach z, und bringen diS 
rationalen Functionen von (s,z) auf beiden Seiten der erhaltenen Gleichung 
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auf die Form der Gl. (2.) No. 2., so ergeben sich, wegen der vorausgesetzten 
Irreductibilität der Gl. (1.) No. 1., n Gleichungen, welche die Grössen y, d 
linear enthalten. Da diese Gleichungen identisch für jeden Werth von ss 
bestehen, so resultiren aus denselben lineare Gleichungen für die Grössen 
y 9 d 9 welche für dieselben bestimmte Werthe liefern, da die Existenz der 
GL (5.) vor. No. bereits erwiesen. Sind (<t„,C) die dem Punkte e v zuge- 
hörigen Werthenpaare (s 9 z) , so wie a der dem k zugehörige Werth von s 9 

so folgt aus der Bildungsweise der rationalen Functionen % x und -j- (R. A. F. §. 8) 

nach dem Satze in No. 2., dass die Coefficienten dieser Functionen sich rational 
aus den Coefficienten von (p(s 9 z)^F(s 9 z) und ihren Ableitungen nach k und aus 
(er, k) und den {a y9 £„) zusammensetzen lassen. Ferner sind die Coefficienten 
der obenerwähnten linearen Gleichungen für die y 9 d rational aus den Coefficienten 
von 9>(*,*), F{s 9 z) und deren Ableitungen nach k 9 ferner aus den Coefficienten von 

X{*9*)<i -p* -r^- zusammengesetzt. Hieraus folgt, dass die Grössen y 9 J sich 

rational aus den Coefficienten von (p {s 9 z) , F{s 9 z) und deren Ableitungen 
nach k 9 ferner aus den Coefficienten von (pi(s,z), und aus (a 9 k) und den 
(°r, £ r ) zusammensetzen. 



5. 

Es sei K der Periodicitätsmodul von U an einem bestimmten Quer- 
schnitt, T y9 K v resp. die Periodicitätsmoduln von t v9 U y an demselben Quer- 
schnitt, so folgt aus Gl. (5.) No. 3: 

(1.) |£ = c^ + c^T^"^^ 

Nehmen wir für X successive 0, 1, 2, ... 2p und eliminiren aus den 2p+l 
Gleichungen T,, T 2 , ... T P9 /f n K 2 , ... /f p , so erhält man eine Gleichung 
der Form 

Dieses ist eine lineare Differentialgleichung 2p ter Ordnung, in welcher k als 
unabhängige Variable gilt, und welcher die 2p Periodicitätsmoduln von U 
genügen. Die Coefficienten ß sind nach voriger No. rationale Functionen 
der Coefficienten in (p{s 9 z), F{s 9 z) und deren Ableitungen nach k, der Coef- 
ficienten von (px{s,z) und der Grössen (a 9 k) und (<?„,&)- Allein die Perio- 
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dicitätsmoduln von U sind über gewisse Querschnitte erstreckte Integrale, 
und daher durch die Coefficienten in <p{s,z\ $*(*,*) vollkommen bestimmt, 
sobald die Querschnitte gegeben sind, und es lassen sich die Verhältnisse der 
Coefficienten ß aus diesen Periodicitätsmoduln und ihren Ableitungen ohne 
Zuhfllfenahme anderer Grössen zusammensetzen (s. meine Abh. B. 66 d. J. 
No. 2). Hieraus folgt, dass die Verhältnisse der Coefficienten ß nur rationale 
Functionen der Coefficienten in <p(s,s), F(s,&) und deren Ableitungen nach 
k sind. 

Wenn zwischen den Grössen T k , T 2 , ... T p , /£,, K 2 \ . . . K p be- 
sondere Beziehungen bestehen, so werden, wenn man für X in Gl. (1.) successive 
0, 1, 2, ... q setzt, wo q<L2p, aus diesen q+ 1 Gleichungen sich schon 
jene Grössen eliminiren lassen, und es ergiebt sich alsdann eine Differential- 
gleichung niedrigerer als 2p icr Ordnung, welcher die sämmtlichen Periodicitäts- 
moduln von U genügen. 

Das in dieser No. entwickelte Theorem ist eine Verallgemeinerung 
eines auf die hyperelliptischen Integrale bezüglichen in meiner Arbeit B. 71 
d. J. No. 8 und 11. 



6. 

Jacobi hat in diesem Journal B. 36 für das elliptische &(0) als Function 
fit 
von log q = —n j? eine Differentialgleichung entwickelt, welche in Bezug auf 

&(0) als abhängige Variable von der dritten Ordnung, in Bezug auf #(0) 
und seine Ableitungen nach log q vom 14 ten Grade, und mit rein numerischen 
Coefficienten behaftet ist. 

Fasst man dagegen #(0) als Function des Moduls k auf, so ist die 
Differentialgleichung, welcher #(0) genügt, bei weitem einfacher. Aus der 
Gleichung 

2K 



(1.) *(0) = / 



und der bekannten Differentialgleichung 

oder 

dK 



< 8 -> sKS-** = ^ 
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folgt Dämlich, wenn wir mit Jacobi 

»(0) = y 
setzen 

Wenn man wiederum aus dieser Gleichung die Differentialgleichung dritter 
Ordnung von Jacobi herleiten will, so folgt zunächst aus Gl. (2.), welcher 
K und K' genfigen, 



dk\KS 



— n 



\*') Al> LLfJ.,4 



2kk»K % ' 

also 

d\o%q 2 

~dk~ ~~" kU*y { 

Daher ergiebt die Gleichung (3.) 

* '' dlogqLy* dlogqJ ' 

Differentiirt man diese Gleichung unter Anwendung der Gl. (4.) nach 
loggr, und eliminirt k aus der entstandenen Gleichung und der Gleichung (5.), 
so erhält man die Differentialgleichung dritter Ordnung von Jacobi. 

Von dieser Differentialgleichung lässt sich, weil sie den Modul k nicht 
enthält, unmittelbar auf die Theorie der Transformation der elliptischen Functionen 
Anwendung machen, wie Jacobi 1. c. gezeigt hat. Wir wollen nun im Fol« 
genden für #(0, 0, ...0) als Function der Periodicitätsmoduln a* algebraische 
Gleichungen zwischen der Function und ihren partiellen Ableitungen nach den 
a ik herleiten , welche ebenfalls mit rein numerischen Coefficienten behaftet 
sind. Diese erscheinen als die Verallgemeinerung der Differentialgleichung 
dritter Ordnung von Jacobi und lassen ebenfalls, da sie von der Wahl des 
Querschnittssystems unabhängig sind, unmittelbare Anwendung auf die Trans- 
formation der Abelschen Functionen zu. 

Da jedoch diese Relationen nur unter Voraussetzung der zwischen 
den Periodicitätsmoduln bestehenden Abhängigkeit gelten, so scheinen uns für 
manche andere Zwecke, als die sich auf die Transformation beziehenden, solche 
Relationen den Vorzug zu verdienen, in welchen #(0, 0, ...0) als Function 
von einander unabhängiger Grössen auftritt. Wir lassen daher die Herleitung 
von Differentialgleichungen für #(0, 0, ...0) folgen, in welchen die sich nicht 
aufhebenden Verzweigungspunkte als unabhängige Variable auftreten; diese 
Differentialgleichungen erscheinen als Verallgemeinerung der Differential- 
gleichung (3.). 

42* 
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7. 

Die Differentialgleichungen der erstgenannten Art, nämlich die zwischen 
#(0, 0, ...0) und seinen partiellen Ableitungen nach den Periodicitätsmoduln, 
lassen sich durch rein algebraische Eliminationen erhalten, ohne Kenntniss des 
Ausdruckes von #(0,0,... 0) durch die Klassenmoduln oder der Differential- 
gleichungen, welchen die Periodicitätsmoduln als Functionen derselben Grössen 
genfigen, wenn man von den in meiner vorangehenden Arbeit angestellten Be- 
trachtungen Gebrauch macht. Diese Arbeit wollen wir kurz mit 31. citiren. 

Es sei ttj , u,, ... u p ein System linear unabhängiger Integrale erster 
Gattung, von der Art, dass der Periodicitätsmodul von u a am Querschnitte 
a a gleich ni y an allen übrigen a gleich Null, am Querschnitte b y gleich a ay 
(und a flK = a, fl ), (R. A. F. §.18 — 21), so ist bekanntlich 

yiog»( f(Q) 
Ei " (*> *) = — sstä; — 

eine rationale Function von (s,z). 

Ist fi ein beliebiger Punkt der Fläche T, und af°, a£ u \ . . . aj° das 
mit /Li durch die Gleichung 

Vrifi,*) = 

verknüpfte Hauptsystem (s. m. 8. No. 1 — 6), und disponirt man Ober die in 
den u a enthaltenen Constanten derart, dass man setzt: 

rfw a , a = 1, 2, .. . p, 

p 
wo § der einem beliebigen Werthenpaare (s, z) entsprechende Punkt der Fläche 

T ist, so wird *(a(* t )) in den Punkten a< 0) , a<°\ ... a™ unendlich klein 
erster Ordnung (s. m. 21. No. 3 Gl. (2.)), also E iu (8,z) in denselben Punkten 
unendlich gross zweiter Ordnung, sonst aber fiberall endlich. Die Function 
H'u (** *) wird ebenfalls in diesen Punkten unendlich klein zweiter Ordnung 
(s. m. 21. No. 2), also ist 

(2.) G lft (t, *) = E XfA (s, z) w («, *) 
eine ganze rationale Function von (s, z). Da u a für jeden Punkt der Fläche 
T endlich ist, so ist für z = » oder $ = <» Gipfai) ebenso oft unendlich 
wie i//,,, demnach ist G tt (s,z) wie ^ * n Bezug auf s vom Grade » — 1, in 
Bezug auf s vom Grade m— 1, also 

(3.) G x „(s,z) = ©„+©!#+ O^+^ + O..!«^ 1 , 
wo G , G, , ... (?„_! ganze rationale Functionen i» — l ten Grades von z sind. 
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Wir setzen zur Abkürzung 

{ *- } ■ du a dutdu t ... J - *<*•■•' 

wo 9 die Anzahl der «, nach denen differentiirt wird, bedeutet. Differentiirt 
man nun die Gleichung (3.), indem man die Identität: 

^ '' (fc i b duidupdui dz 

anwendet, mn nm\, und setzt !=/#, so bilden diese Gleichungen mit Gl. (3.) 
(ebenfalls für £=,") zusammen mn+i Gleichungen, aus welchen die mn Con- 
stanten der Functionen G„, (?,, ... G n _ v eliminirt werden können. Das 
Resultat der Elimination ist eine Gleichung zwischen den Grössen L aU _, in 
welchen die Ordnung der Differentiation höchstens gleich ro»+2, und zwischen 

den Coefficienten von —~ und y M und der Grösse u. Bezeichnen wir diese 

Gleichung mit 

(A) = 0. 

Bildet man die ferneren Ableitungen der Gleichung (3.) bis zur wn+/ ,eD Ord- 
nung, setzt £=u und eliminirt aus jeder derselben mit Hälfe von mn der 
ersten Gleichungen die Constanlen in (?<,, (7 M ... G n _ { , so mögen die neu- 
entstandenen Gleichungen mit 

{Ä) = 0, (A") = 0, ... (A&) = 

bezeichnet werden. Dieselben werden theilweise identisch erfüllt, theilweise 
von einander abhängig sein können. Immer aber wird für ein hinlänglich 
grosses / eine genügende Anzahl von Gleichungen vorhanden sein, um mit 
Hülfe der Gleichungen, welche zwischen den a und ju bestehen (s. m. 21. 
No. 5), und der Gl. (1.) No. 1 die Grösse fi, die Coefficienten von F(s,z\ 

-~- und von y M zu eliminiren. Das Resultat ist eine Gleichung zwischen 

den Grössen I flbc , in welchen die Ordnung der Differentiation höchstens gleich 
wn + /+2, mit rein numerischen Coefficienten. 

Solcher Gleichungen erhält man Z , wenn man für l, /* alle zu- 
lässigen Combinationen macht. 
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8. 

Da &(a(u a )j und jede ihrer* Ableitungen gerader Ordnung eine gerade 

Function der u, jede Ableitung ungerader Ordnung eine ungerade Function 
derselben Grössen ist, so verschwinden die letzteren, wenn in denselben 
•*! = «2 = ••• = « p = gesetzt wird. Daher verschwinden auch die Ableitungen 

ungerader Ordnung von log #(a(ti a )) für dieselben Werlhe. 

i 

Die bekannten Relationen 

(i) 4d& - d'# 2d& = W 

düpft ~~ duft ' da MfÄ < ~~ du,, du H > 

lassen sich folgendermassen schreiben: 

(2 ) l düHM " ~~ dn%fA dUfi 

[ #; *2dlog# <9Mog# , <91og# ölog* 

Für Mi = tt 2 = ••• = u p = gehen die Relationen (2.) über in 



(3.) 



4<91og#(0,0, ...0) _ r d'log# 1 

2dlogff(0,0,...Q) _ r <9Mog^ 1 

dein!** L dup dup* Jii^) 



Sind a, b, c, b, . . . unter einander verschieden , so folgt aus der. Form der 
Thetafunction, als Verallgemeinerung von (1.), 

wo 21 die Anzahl der u, nach welchen auf der rechten Seite diiferentiirt wird, 
bedeutet. Sind irgend welche unter den Grössen a, b, c, b, . . . einander 
gleich, so wird der Exponent von 2 auf der linken Seite der Gleichung (4.) 
um eine leicht bestimmbare Zahl grösser. 

Aus dieser Gleichung folgt, dass man die partiellen Ableitungen gerader 
Ordnung von log# für u t = u 2 == ••• = u p = als rationale Functionen mit 
numerischen Coefficienten der Ableitungen von #(0, 0, ...0) nach den a ik oder 
auch als ganze rationale Functionen der Ableitungen von log#(0, 0, ... 0) 
nach den a ik darstellen kann. 

Mit Hülfe dieser Relationen führen wir die zwischen den Grössen 
L a t ( ... in voriger No. gefundenen Beziehungen in Gleichungen zwischen den 
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Ableitungen von log #(0,0, ... 0) nach den Periodicitätsmoduln a ik aber, wie 
sie oben angekündigt worden. 

Da jedes eigentliche System (a), welches mit u durch eine Gleichung 
^ = verknüpft ist, als Hauptsystem gelten kann, wenn man das Querschnitts- 
system a, b zweckmässig wählt (s. m. 21. No. 5), so unterliegt das in voriger 
und dieser No. beschriebene Verfahren nicht der Schwierigkeit, welche mit 
dem Aussondern des Hauptsystems verbunden ist (s. m. 21. No. 5 und 6). 
Wählt man vielmehr ein beliebiges eigentliches System (a) als Hauptsystem 
und bildet mit dem zugehörigen y^, d.h. demjenigen t//^ durch welches das 
System (a) mit fi verknüpft ist, die Gleichung (2.) vor. No., so erhält man 
die oben entwickelten Relationen unter Voraussetzung der entsprechenden 
Querschnittszerlegung. 

Da jedoch die den verschiedenen eigentlichen Systemen («) zuge- 
hörigen y sich nur durch die in den Coefficienten derselben auftretenden 
Grössensysteme (a) unterscheiden, die letzteren aber bei der oben ange- 
deuteten Elimination herausfallen, so folgt: Die gefundenen Relationen bleiben 
ungeändert für jede beliebige Art der Querschnittszerlegung. 



9. 

Um für die elliptischen Functionen auf diesem Wege die Rechnung 
durchzuführen, sei 

(i.) ** = «(*), 

wo 

R(*) = (1-*')(1-&V), 

/* /ix 
— am Querschnitte a, und es werde 

gesetzt 

, . in f* d* 

so hat u am Querschnitte a den Periodicitätsmodul ni 3 am Querschnitte b 
heisse er r. Es bleibt hierbei unentschieden, wie die beiden Querschnitte a 
und b zu legen sind. 

Soll &(f du-fdu + P), wo P einen der Werthe 

ni t fit r 

"o"9 "ÖT 9 "5" l TT 
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bedeutet, verschwinden für £ = *7, wo r\ ein beliebiger Punkt der Fläche T 
ist, so ist bekanntlich 

(3.) f°du + P = y+y, 

also 

(4.) 2f a du = 0. 



i* 



Die den drei verschiedenen Systemen halber Periodicitätsmoduln P nach 
Gl. (3.) zugehörigen Werlhe a y oder die Functionen tp M , durch welche sie 
mit fi verknöpft sind, können also, wie aus der Gleichung (4.) folgt, nach 
dem Abelsohen Theorem in diesem Falle folgendermassen gefunden werden: 
Es sei (*t,,jtO das dem Punkte u zugehörige Werthsystem (*,*), so 
setzen wir 



(5.) yu(s,z) = öu+ «i * + (h * + <x 



M 



und bestimmen die Constanten a und c durch folgende Bedingungsgleichungen: 

(6.) %.(-*/., /0 = 0* ^(~^^) = 0, 
wo rp' M (8, a) die totale Ableitung von y (*, a) nach a bedeutet. 

Die Bedingungen, dass t/V (** *) in a unendlich klein zweiter Ordnung 
wird, sind, wenn (s a , a) das dem Punkte a zugehörige Werthsystem (s, z) ist, 

(7.) y(*.,a) = 0, v' (*«,«) = 0. 
Die Elimination von o», Hj, o,, c aus den Gleichungen (6.) und (7.) ergiebt 
für a folgende Gleichung: 

(8.) (a-^^C^+O + ^-^^-O] = 0, 
wo 8 f wieder die Ableitung von s nach z bedeutet. Die Gleichungen (6.) 
und (7.) ergeben alsdann die Verhältnisse der Coefficienten von y« (*,*). 

Unter Voraussetzung irgend einer Lage der Querschnitte a und b, sei 

a diejenige Wurzel der Gleichung (8.), für welche &( J du) verschwindet, 

also das Hauptsystem des allgemeinen Falles, welches sich hier auf ein Glied 
reducirt, so ist in diesem Falle 

(9.) E(.,,) = ^5*fi0 

und 

(10.) <?(*,*) = Go+G g ; 

wo G () vom zweiten, G x von nullten Grade ist. 
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Bildet man die Ableitungen der Gleichung (10.) nach & bis zur zehnten 
Ordnung, und setzt £ = /*, so kann man aus den ersten 4 der 11 Gleichungen 
die Coefficienten von G {) und G { bestimmen, diese in die nächstfolgenden sub- 
stituirt liefern 4 von einander unabhängige Gleichungen, aus welchen man 

mit Hinzuziehung von Gleichung (8.) k, -j, u eliminiren kann. Das Elimi- 
nationsresultat ist eine Gleichung zwischen L 4 , Z> 6 , L s , L 10 , wenn man setzt: 

Nach der vorigen No. lassen sich diese Grössen durch die Ableitungen 
von log#(0) nach t darstellen. Die Differentialgleichung für #(0), welche 
man erhält, ist fünfter Ordnung. Sie ergiebt sich aus der Jacobischen, für 
r == log q,' durch zweimalige Differentiation nach r. 

10. 

Um die Differentialgleichung herzuleiten, welcher #(0, 0, ... 0) als 
Function eines der sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte genagt, wenden 

wir den Ausdruck von — — — Vi ' a 's Function von k an. 

OK 

Es bedeute nämlich C/j, C/ 2 , ... U p wie in No. 3 ein System linear- 
unabhängiger Integrale erster Gattung, und A^ den Periodicitätsmodul von U* 
am Querschnitte a M ; setzt man ferner die Determinante 

AO) AW AO) 

**•! 9 **2 } . . • Sl p 



v, 



A?\ A$>\ . . . A£> 

so ist (s. m. 21. No. 8 Gl. (8.) und No. 9 Gl. (4.)) 

dlog*(Q,o,...0) _ x aiogy , p 
V-> dk -* — ök~ +ii > 

wo R auf algebraische Weise sowohl explicite von Ar als auch von den Coef- 
ficienten von </>«(*,«) und F(f, z) abhängt. 
Nach No. 5 Gleichung (1.) ist: 

d x AW 

(2.) -g^- = eWr/w+dg^ 

wo TY ) den Periodicitätsmodul von / Ä am Querschnitte a^ bedeutet, und y, 
d sich rational aus den Coefficienten von <jp a (*, »), F(s,z) und deren Ablei- 
tungen nach A, und aus (a, Ar) und den (<x„,£„) zusammensetzen lassen. 
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Differentiiren wir die Gleichung (1.) 2p 2 mal nach k, und setzen für 
die Ableitungen von A { /> ihre Werthe aus (2.)? so kann man aus den ent- 
standenen 2p 2 +l Gleichungen die 2p 2 Grössen A[^ 9 Tjf* eliminiren. Das 
Resultat der Elimination ist eine algebraische Gleichung zwischen den Ablei- 
tungen von #(0,0,... 0) als Function von k, deren Coefficienten algebraisch 
aus den Coefficienten von cp a (s,z), F(s,z) und deren Ableitungennach h 9 
und aus (o, k) und den (o v , t y ) zusammengesetzt sind. 

Differentiirt man diese Gleichung p mal, so kann man aus den ent- 
standenen p+1 Gleichungen, unter Zuhölfenahme der Gleichungen F(o V9 £,) = (), 
die p Grössenpaare (ff y ,£ K ) eliminiren, und erhält schliesslich als die gesuchte 
Verallgemeinerung der Differentialgleichung (3.) in No. 6. eine Differential- 
gleichung 

(3.) M k = 0, 

deren Coefficienten sich algebraisch aus den Coefficienten von (p a (s 9 z\ F(s, z) 
und deren Ableitungen nach k und aus (a, k) zusammensetzen. 

11. 

Unter Voraussetzung der in No. 3 — 5 entwickelten Formeln und der 
Differentialgleichung (3.) vor. No. lassen sich die in No. 7 u. 8 behandelten 
Relationen zwischen den Ableitungen von log#(0, 0, ... 0) nach den Perio- 
dicitätsmoduln a lk auch auf folgende Weise herleiten. 

Bekanntlich ist 

(1.) u a = ^:2:b-—^U b , a=l, 2, ... p 

ein System linearunabhängiger Integrale erster Gattung von der Beschaffen- 
heit, wie es in No. 7 gefordert wird. 

«—2 «—2 

Es werde vorausgesetzt, dass die Coefficienten von <p a ( s , & ), als 
Functionen eines jeden der sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte, 
algebraischen Differentialgleichungen genfigen, also beispielsweise, wie die Co- 
efficienten von F(s, *), algebraische Functionen von k sind. Da die Grössen 
A { ^ nach No. 5 linearen Differentialgleichungen genfigen, deren Coefficienten 
rationale Functionen der Coefficienten von cp a (*, «), F(s, z) und deren Ab- 
leitungen nach Ar vorstellen, so sind auch die Coefficienten von —t 1 - Functionen 

von k, welche algebraischen Differentialgleichungen genfigen. — Unter der- 
selben Voraussetzung ergiebt sich, dass die Coefficienten der Gleichung (3.) 
vor. No. als Functionen von k algebraischen Differentialgleichungen genügen. 
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Nun ist nach No. 5 Gl. (1.): 

(2.) ^i = ^?> r^>+ ^ r 2 ^>+ • • • + ^ r p ^>+ yi;> a^+ y$5> ^+ . . . + H? a p ^ , 

wo die Grössen y> d sich nach No. 4 rational aus den Coefficienten der 

Functionen F(*,ä), --A- und ihrer Ableitungen nach k, und aus den Grössen 

(a, k) und den (o v , £,,) zusammensetzen. 
Es ist aber: 

r o x dlogfl(Q,Ö, ...0) _. v dlogff(0,0, ...0) da ah 

^ *' dk ~~ & da^ dk 

Differentiiren wir diese Gleichung bis zur / teD Ordnung nach k, indem wir 
stets #(0, 0, .. . 0) als Function der a HV und diese wieder als Functionen von k 
behandeln, und setzen in jeder dieser Gleichungen für die Ableitungen von a^ y 
nach k deren W.erthe aus Gl. (2.), so können wir / so gross wählen, dass 
wir aus den entstehenden /+1 Gleichungen, unter Zuhülfenahme der suc- 
cessiven Ableitungen der Gleichung (3.) vor. No. die Grössen {a, k\ {o yy Z> y \ 
Tjf\ ä uv und die Ableitungen von #(0,0,... 0) nach k eliminiren können. 
Die Coefficienten der resultirenden Gleichung zwischen den Ableitungen von 
& (0, 0, . . . 0) nach den a^ 

(4.) {A k ) = 

hängen auf algebraische Weise ab von den Coefficienten von F(s, s), -p- 

und ihren Ableitungen nach k, ferner von den Coefficienten der Gl. (3.). vor. 
No. und ihren Ableitungen nach k. Mit Hülfe der successiven Ableitungen 
der einzelnen algebraischen Differentialgleichungen, welchen diese verschie- 
denen Grössen genügen, lassen sie sich alle aus der Gl. (4.) und deren Ab- 
leitungen eliminiren, und man erhält eine Gleichung 

(5.) {A' k ) = 0, 

welche eine Relation zwischen den Ableitungen von #(0,0,... 0) nach den 
a HV ausdrückt, mit rein numerischen Coefficienten. 

Den verschiedenen sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkten k ent- 
sprechend ergiebt sich eine gewisse Anzahl von Relationen dieser Art. 

Greifs wald im März 1871. 
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Zur Integration der Differentialgleichung 

dx* + dy* 
(Von Herrn F. E. Prym in Wtirzburg.) 



Jlrin fundamentaler Satz der Functionentheorie lautet: 
„Bezieht man die Punkte einer Kreisfläche durch Coordinaten x, y auf 
ein rechtwinkliges Coordinatensystem, so existirt zu dieser Kreisfläche immer 
eine und nur eine reelle Function u der Coordinaten x 9 y mit folgenden 
Eigenschaften : 
I. Die Function u ist für die ganze Kreisfläche, den Rand einbegriffen, eine 
einwerthige und stetige Function des Ortes oder Punktes x 9 y und stimmt 
am Rande vollständig mit einer für den Rand willkürlich angenommenen, 
längs des Randes allenthalben stetigen Function überein. 
II. Die sämmtlichen Derivirten der Function u von angebbarer Ordnung sind 
im Innern der Kreisflache, d. h. bis in jede endliche Nähe zum Rande, 
einwerthig und stetig, und die zweiten Derivirten genügen der Gleichung 

dx* ^ dy* ~" V ' 

Das bekannte Verfahren, dessen man sich bei mathematisch -physi- 
kalischen Untersuchungen bedient, um eine Function u mit den erwähnten 
Eigenschaften zu erhalten*), beruht auf der unbewiesenen Voraussetzung, 
dass jede einwerthige, stetige, reelle, und mit der Periode 2n periodische 
Function f{cp) des reellen Argumentes tp sich für jeden Werth des Argumentes 
<p durch eine Fouriersche Reihe darstellen lasse. Nur für den Fall, dass die 
Function /*(</)) % auf der Strecke von —n bis -\-n nicht unendlich viele Maxima 
und Minima besitzt, hat Dirichlet (d. Journal Bd. 4) diesen letztgenannten 
Satz bewiesen, und die Untersuchungen von Riemann in der Arbeit: „lieber 
die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe", wie 
manche wichtige Aufschlüsse über die zur Darstellbarkeit erforderlichen Be- 
dingungen man ihnen auch verdankt, haben dennoch gerade für diejenigen 



*) Vergleiche z. B.: „Das Dirichletsche Princip in seiner Anwendung auf die 
Riemannschen Flächen, von Carl Neutnann", pag. 5 u. flg. 
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Functionen, die unbeschadet der Stetigkeit unendlich oft oscilliren, die Dar- 
stellbarkeit nicht bewiesen. Es beruht auf einem Irrtbume, wenn Herr Hankel 
in einer kürzlich erschienenen Schrift*) annimmt, der Beweis für die Dar- 
stellbarkeit solcher Functionen durch trigonometrische Reihen sei von Riemann 
geliefert worden, und zur Bestätigung dieser seiner Ansicht auf art. 10 der 
oben citirten Riemannschen Arbeit verweist. In dem genannten Artikel hat 
Riemann nur bewiesen, dass, wenn die Function /"(</>) durchweg endlich bleibt 
und eine Integration zulässt, dann die Coefficienten der trigonometrischen 
Reihe zuletzt unendlich klein werden, womit für die Convergenz der Reihe 
noch nichts bewiesen ist. Im Gegentheile bemerkt Riemann ausdrücklich, mit 
Rücksicht auf die vorangegangene Untersuchung im art. 9, dass in diesem 
Falle die Convergenz der Reihe für einen bestimmten Werth von <p nur ab- 
hänge von dem Verhalten der Function f(q>) in unmittelbarer Nähe dieses 
Werthes. Und in der That muss man, um über die Convergenz entscheiden 
zu können , sei es dass man sich dazu des im art. 9 unter III. gegebenen 
Satzes oder anderer Methoden bedienen will, über das Verhalten der Function 
f(cp), auch wenn sie allenthalben stetig ist, noch weitere einschränkende Vor- 
aussetzungen treffen. Eine solche Voraussetzung würde z. B. die sein , dass 
die Function f(<p) für jeden Werth <p einen endlichen Differentialquotienten 
besitzt, oder die von Herrn Lipschitz in seiner Arbeit über denselben Gegen- 
stand (d. Journal Bd. 63, pag.296— 308) gemachte Annahme, dass der absolute 
Werth von f{<f+d)-f{<p) mit positivem, abnehmendem <J schneller abnimmt als 
eine positive Potenz von <?, multiplicirt mit einer endlichen Constanten. Die 
Darstellbarkeit einer, nur der Bedingung der Stetigkeit unterworfenen Function 
f{(p) durch eine trigonometrische Reihe ist also bis jetzt noch nicht bewiesen, 
und es kann folglich auf diese Annahme auch kein Beweis des im Anfange 
ausgesprochenen Satzes gestützt werden. 

Zu den nachstehenden Betrachtungen führte mich die Vermuthung, dass 
die Unmöglichkeit, den obigen Satz allgemein zu beweisen, sobald man für 
u die bekannte Reihenentwicklung aufstellt, die auf dem Rande der Kreis- 
fläche in eine Fouriersche Reibe übergeht, lediglich in der gewählten Aus- 
drucksform ihren Grund habe. Wenn man von einem Ausdrucke für u ver- 
langt, er solle auf dem Rande selbst, seinem Werthe nach, mit einer für den 
Rand willkürlich angenommenen Function übereinstimmen, so verlangt man 

*) „Untersuchungen über die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functionen, 
pag. 15 und pag. 33" 
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eben zu viel. Es würde vollkommen gentigen, wenn man von einem Aus- 
drucke in x, y, der die übrigen für u aufgestellten Eigenschaften besitzt, zeigen 
könnte, dass sein Werth, wenn der Punkt x, y sich einem Randpunkte un- 
begrenzt nähert, ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen den Werth pon- 
vergirt, den die für den Rand willkürlich fixirte Function in dem betreffenden 
Randpunkte besitzt. Zur Durchführung dieser Untersuchung kann man die 
eben erwähnte Reihenentwicklung für u, die nach steigenden Potenzen des 
Radius vectors fortschreitet, nicht benutzen, dagegen führt die Anwendung 
einer andern, durch Summation der genannten Reihe entstehenden und schon 
vou Herrn C. Neumann (d. Journal Bd. 59 pag. 364) aufgestellten Ausdrucks- 
form zu dem gewünschten Ziele und damit zu einem strengen Beweise des 
ausgesprochenen Satzes. Dies zu zeigen, ist der Zweck der folgenden Seiten. 
Ich habe mich dabei nicht auf den Fall beschränkt, wo die für den Rand 
gegebene Function allenthalben stetig ist, sondern auch gleich den Fall mit 
berücksichtigt, wo dieselbe eine endliche Anzahl von Stetigkeitsunterbrechungen, 
hervorgerufen durch sprungweise Aendertmgen um endliche Grössen, besitzt. 
Die Untersuchung dieses letztern Falles lässt zugleich den innern Grund er- 
kennen für die merkwürdige Erscheinung, dass eine convergente Fourier- 
sche Reihe, die eine Function f((p) darstellt, für diejenigen Werthe a von <p, 
für die f(cp) springt, den Miltelwerth aus den Werthen f{& — 0) und f(a+0) 
liefert. Andere Fälle bleiben hier ausgeschlossen; dagegen habe ich mit der 
obigen verwandte Fragen in den Kreis der Untersuchung eingeflochten. 

Schliesslich bemerke ich noch, dass mir während der Ausarbeitung 
dieses Aufsatzes eine, im XV. Jahrgange der Vierteljahrsschrift der Natur- 
forschenden Gesellschaft in Zürich (pag. 113—128) unter dem Titel: „Ueber 

die Integration der partiellen Differentialgleichung -~-^ + -3-7 = für die Fläche 

eines Kreise*" erschienene Abhandlung des Herrn H. A. Schwarz zukam, in 
der der Verfasser, unter Anwendung derselben, oben erwähnten Ausdrucks- 
form für u, ebenfalls einen Beweis des zu Anfange aufgestellten Satzes ge- 
liefert hat. Da im Uebrigen meine Untersuchung, sowohl durch den Gang 
des Beweises als durch die angewandten Methoden, sich wesentlich von der- 
jenigen des Herrn Schwarz unterscheidet, so habe ich ihre Veröffentlichung 
nicht für überflüssig gehalten. 
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1. 

In einer Ebene sei ein Kreis vom Ra- 
dius R gegeben (s. d. Figur). Den Mittelpunkt 
desselben nehme man zum Anfangspunkte 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems und 
wähle die Axen X, IT so, dass die Richtung 
der wachsenden Abscissen die Richtung der 
wachsenden Ordinaten zur Linken hat. Mit 
x, y bezeichne man die rechtwinkligen Coor- 
dinaten irgend eines Punktes P der Ebene, 
bezogen auf das System X> Y; mit r, t die 

Polarcoordinaten desselben Punktes, bezogen auf den Punkt als Pol und 
die X-Axe als Polaraxe. Der Winkel / werde wachsend gezählt bei einer 
Drehung des Radius vectors r von der X-Axe durch den ersten Quadranten 
zur Y-Axe. Einen beliebig gewählten Punkt 0' der Kreisperipherie, dessen 
rechtwinklige Coordinaten a, b, dessen Polarcoordinaten R, a seien, nehme 
man zum Anfangspunkte eines neuen rechtwinkligen Coordinatensystems X\ 
Y'. Die Y'-Axe soll durch den Punkt gehen, und O'O soll die Richtung 
der wachsenden Ordinaten sein. Die Jf'-Axe wird dann im Punkte 0' Tan- 
gente zum Kreise sein* und die Richtung der wachsenden Abscissen soll die 
schon fixirte Richtung der wachsenden Ordinaten zur Rechten haben. Mit 
x\ y bezeichne man die Coordinaten des Punktes P in Bezug auf das neue 
System, mit q, t die Polarcoordinaten desselben Punktes, bezogen auf ein 
Pölarcoordinatensystem, dessen Pol der Punkt 0', dessen Polaraxe die X-Axe 
ist. Der Winkel t werde wachsend gezählt bei einer Drehung des Radius 
vectors p von der X'-Axe durch den ersten Quadranten zur Y'-Axe. Man 
hat dann zwischen den vier, dem Punkte P zukommenden Paaren von Co- 
ordinaten die folgenden Beziehungen : 

x=zrco$t, x = a+ sin a.x'— cos ct.y', a;'=pcosT, 
y = r sin t, y = b—cosa .x — sin a.y', y' = ß sin r. 
Nach diesen Festsetzungen betrachte man zwei Functionen u und v 
der Coordinaten r, t, definirt durch die Gleichungen: 



U = 2Ü J A») s 



(Ä'_r»)dg> 



(10 






^_ n „ -2Brco8(«-y)+r" 

>='+" 2Rr sin (t-(p)dcp 

AW Ä'-2Är cos (<-?>) +r* » 
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unter folgenden Voraussetzungen. Die Coordinaten r, / sollen einem Punkte 
P im Innern der Kreisfläche angehören, d. h. r ist kleiner als R vorausge- 
setzt. Das Symbol f{y>) soll eine reelle, mit der Periode 2n periodische 
Function der reellen Variable cp bezeichnen, die, mit Ausnahme einer end- 
lichen Anzahl p von Unstetigkeitsstellen in jedem Intervalle <p bis <p+2n, 
einwerthig und stetig ist, und deren Verhalten für die, durch die Gongruenzen 

<p ^e c l (mod2/i), <p = 02 (mod 2ti), . . . , <jp = c p (mod 2:rc) 

festgelegten Unstetigkeitsstellen characterisirt sei durch die Gleichungen: 

A'ci+0)-A'*i-0)=A n Ae2+0)-A^-0)=*2i •■■» A^p+0)-/ p (c j ,-0)=ä p , 

wobei A M A,, . . ., A p irgend welche reelle endliche Constante bezeichnen. Im 
Uebrigen sind der Function f(tp) keinerlei Bedingungen aufgelegt, sie kann 
beliebig oft durch Null geben, sie kann beliebig oft vom Wachsen zum Ab- 
nehmen übergehen oder umgekehrt, sie kann graphisch willkürlich angenommen 
werden. Unter / ist eine willkürliche reelle Constante verslanden; welchen 
Werth man dem / auch beilegen mag, die Werthe von u und v werden da- 
durch nicht beeinflusst, da die unter den Integralzeichen vorkommenden Functio- 
nen von cp sämmtlich periodisch sind mit der Periode 2n. 

In Folge der Bedingung r<fi besitzen die unter den Integralzeichen 
stehenden Functionen für jeden Werth von <p einen bestimmten endlichen 
Werth. Da sie ausserdem, als Functionen von x, y betrachtet, innerhalb der 
Kreisfläche einwerthig und stetig sind, auch die Grenzen der Integrale end- 
liche Grössen sind, so folgt zunächst, dass u und zwei, innerhalb der Kreis- 
fläche, bis in jede endliche Nähe zum Rande, einwerthige und stetige Functio- 
nen des Ortes oder Punktes x, y sind. Da ferner auch die ersten, nach x 
und y genommenen Differentialquotienten der unter den Integralzeichen vor- 
kommenden Functionen innerhalb der Kreisfläche einwerthig und stetig sind, 
so kann man die ersten Differentialquotienten von u und nach x und y durch 
Differentiation unter dem Integralzeichen bilden, und erhält dann, wenn man 
zur Abkürzung setzt: 

N=tf-2Rrcos(t-(p) + r 7 = R 1 -2Rxcos<p~2Ry$in(p + x'+y\ 
. N, = 2R [{R 7 + x 7 -y 2 ) cos y + 2xy sin cp - 2R x], 
N 2 = 2R[(R 7 -x?+y 7 )s\n(f+2xycos(p-2Ry], 



Prym, zur Integration einer Differentialgleichung. 345 



1 f' f=1+n ef nN,. dt i />='+*, .AT,. 



Die ersten Derivirten von u und t? nach x und y sind also im Innern der 
Kreisfläche ebenfalls allenthalben einwerthig und stetig, und da zudem zwischen 

ihnen die Relationen: 3- = 3-1 5" == ""^" : b esle hen, so zeigt sich u + vi als 
eine Function der complexen Variable x+yi, die mit ihren sämmtlichen De- 
rivirten von angebbarer Ordnung innerhalb des Kreises allenthalben einwerthig 
und stetig ist. Es ist damit zunächst bewiesen, dass der Ausdruck u 9 wenn 
man die Bewegung des Punktes P auf die Kreisflache mit dem Radius R be- 
schränkt, eine reelle Function der Coordinaten x, y darstellt, die mit ihren 
sämmtlichen Derivirten von angebbarer Ordnung im Innern der Fläche, d. h. 
bis in jede endliche Nähe zum Rande, allenthalben einwerthig und stetig ist, 

und deren zweite Derivirte der Gleichung 7r-i + ^~~r = genügen. 

2. 
Es soll jetzt weiter untersucht werden, wie der Ausdruck u sich ver- 
hält, wenn der Punkt P dem Rande der Kreisfläche näher und näher rückt: 
ob dann der Werth von u sich einer festen Grenze nähert, oder ob etwas 
davon Verschiedenes stattfindet. Zu dem Ende könnte man untersuchen, was 
aus dem Integrale u wird, wenn bei constant bleibendem t die Variable r 
sich wachsend dem Werthe R nähert. Es würde dies dem Falle entsprechen, 
wo der Punkt P sich einem festen Punkte 0' der Peripherie in der Richtung 
des Radius 00' nähert. Das Resultat könnte unter Umständen ein anderes 
werden, wenn der Punkt P sich dem Punkte 0' in einer von 00' verschiedenen 
Richtung näherte. Um also 1 gleich den allgemeinsten Fall zu untersuchen, 
wo der Punkt P in einer beliebig angenommenen Richtung zum Punkte O f 
geht, indem nur auf diese Weise der Charakter der Function u für den Rand- 
punkt 0' klar erkannt werden kann, führe man in dem Ausdrucke tt an Stelle 
von r und t die Coordinaten (j und t, von dem Punkte 0' als Pol aus, ein. 
Durch passende Wahl von r zwischen und n 9 die Grenzen selbst ausge- 
schlossen, kann man dann für das Heranrücken des Punktes P zum Punkte 
0' jede zulässige Richtung fixiren, und das Heranrücken selbst wird bewirkt, 
indem man das immer positive p unter jede Grenze sinken lässt. 

Journal für Mathematik Bd. LXX1II. Heft 4. 44 
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Zunächst gebt nun der Ausdruck « durch Einführung 1 von q und r über in: 

(2 ) « = -1 P^+'rCttA - (2R P nur - Q >)d<p 

**'' 2« J /WJ [2Ä'-2Äfl8inr][l-co8(a)-o)]+2fipcoBTBin(9)-a)+e' 

Setzt man dann, da der Werlh von u von dem Werthe der Conslante / un- 
abhängig ist, /=«, und zerlegt das Integral zwischen den Grenzen a—n 
und a+n in zwei neue Integrale u {1) und t* (7) , von denen das erste die Grenzen 
a — n und a, das zweite die Grenzen a und a + n besitzt, führt ferner in 
dem Integrale t< (1) eine neue Integrationsvariable cpi ein durch die Substitution 
(pz^a—cpn ebenso in dem Integrale tt (2) eine neue Integrationsvariable <p 2 
durch die Substitution <p = a + y 2 , so erhält man schliesslich, wenn man in 
den Endresultaten bei y n cp 2 einfach die Indices unterdrückt und zur Ab- 
kürzung -5- = * setzt: 

CD J_ /* , _ x (2x8inr-xVy 

(3.) (*"' T 2»/ ' (a ^(2— 2xsinT)(l-co8^)-2xcosTsin V +x* ' 

„C*> = _L f n f(a+w) (2xsinr-x')rfy 

2nJ ' ^ U ^VJ (2-2xsinr)(l-cos9)) + 2xco8Tsiny + x a 

Mag nun die Function f(<p) für <p = a eine Unterbrechung der Stetig- 
keit erleiden oder nicht, immer lässt sich eine positive Zahl 2y kleiner als 

TT- angeben, so dass in den beiden Intervallen von cp~a—2y bis (f = a—0 

und von (p = a+0 bis q> = a + 2y die Function f(<p) stetig ist. Zerlegt man 
dann ein jedes der beiden Integrale t< (1) und u° } in zwei neue, von denen 
das erste die Grenzen und 2y, das zweite die Grenzen 2y und n besitzt, 
setzt ferner zur Abkürzung: 

n __ 2xsinT — x* 

^ l ~~~ (2— 2x8inT)(l — coaqp) — 2xco3T8inqp + * 8 ' 

^ ___ 2xainT — x" % 

^ 2 ~~ (2 — 2x8inT)(l— co8y))-l-2xco8r8iDy + x , ' 

U 2y 

*/" y ft rf 9> = ^ (y, x, t), \J n Q 2 d<p =■ J 2 ' (y, x, t), 

ü 2y 

und berücksichtigt, dass die Grössen Q x und Q 2 ihr Zeichen nicht wechseln, 
wie auch ip, x und r variiren mögen, indem die Nenner dieser Ausdrücke 
in der Form 
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(2 — 2xsinr) (1 — cos<jp) + 2x cosrsin</> + x 7 

= [2cosTsin-|-+^cosyJ +[(2sinT—^)sin~-J 

enthalten sind, ihr gemeinsamer Zähler 2*sinx— x 2 dagegen für jeden Punkt 
P im Innern der Kreisfläche positiv ist und erst auf der Peripherie den Werth 
Null erhält, so folgt, indem man bekannte Sätze aus der Theorie der be- 
stimmten Integrale anwendet, 



(5.) 



i<2 = ^i(r,*>*)A«-2'.y)+^4(r,*,*)*» 



wobei 0,,0 2 zwei reelle Zahlen bezeichnen, die den Bedingungen 0<0i^l, 
0<^ö 2 <M genügen, M^ M 2 zwei reelle Zahlen, die den Bedingungen 
K ^.Mi^G, K<zM 2 <^G unterworfen sind, wenn K den kleinsten, G den 
grössten unter all den Werthen bedeutet, die f((p) Oberhaupt annehmen kann. 
Und man mag noch bemerken, obschon dies durch die Bezeichnung nicht her- 
vorgehoben wurde, dass bei festangenommenem a die Werthe der Zahlen 
M 2 , Äii M 2 von den drei Grössen y y x 9 x abhängen, dass aber bei jeder 
zulässigen Wahl von y> x 9 x die eben aufgestellten Grenzen für die und 
M unveränderlich bewahrt bleiben. 

3. 

Zur Untersuchung der vier Functionen «/ x , J[, J 2 , •/£ übergehend, kann 
man zunächst bemerken, dass die beiden letzten sich leicht auf die beiden 
ersten zurückführen lassen. Denn da Q t in Q 2 übergeht, wenn man in dem 
Ausdrucke für Q t statt r die Grösse n—x einführt, so hat man dem ent- 
sprechend auch 

(6.) J 2 (y, x, x) = J ± (y, x, ti-t), J 2 (y 9 x, x) = J[ (y, x, n—x). 

Man führe nun in den Integralen J v und J[ an Stelle von <p eine neue 

Integrationsvariable § ein durch die Gleichungen £ = — tg~-, rf£ = — , 

C08, (t) 

indem man berücksichtigt, dass 

(2xsinr-x*)d(|-) 



(4— 4xsinr+x 3 )8in , -7j — 4xcoßTßin-^-co8^-+x'coß'-^- 

6 & & & 



(2sinT — x)dj 



(4 — 4x8inT + x , )£'— 4cosr£+l ' 

44 
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und dass bei dieser Transformation den Werthen (p=0 bis <p = 2y die Werthe 
£ = bis £ = ?55£i:, den Werthen y = 2y bis <p = 7i die Werthe £ = ^5£Z 
bis | = oo entsprechen. Es wird dann 

, , , _ (' " (2 gJDT-x)rf E 

J iW> x > x > -J f4-4x 8 inT+x'^*-4t 



(4 — 4x sin x + x') |*— 4coa t{ + 1 ' 

^ ' „ , v _ /*=« (2 8JDT — x)d§ 

Jy\r» x i V — J (4-4x 8 inr + x , )| , -4co8T| + l' 

und da das unbestimmte Integral der hinter den Integralzeichen stehenden 
Function von § dargestellt wird durch 

arc tang - £-.— — — + Const., 

so folgt schliesslich, wenn man zur Abkürzung aPgy = n setzt, und berück- 
sichtigt, dass die Grössen 2sinr— x und 4 — 4xsinT + x* immer positiv sind, 

J(v x r) - nrctgr (4 "- 4x8inT+xa)>, ^ 2cosr 1 1 nrctgf 2c0ST 1 
; •- 2 8 inr-x J +arCl& L 2 8 inr-x J' 

) r , f x n . r(4 — 4x8iDr+x a )it — 2co8Tl 
'/.(r,«,*) = 2-«rctg[^ j^L. j. 

Unter arctga, bei reellem Argumente a, ist hier und im Folgenden immer 
derjenige einzige bestimmte, zwischen — -g- und + -5- enthaltene Werth ver- 
standen, der entsteht, wenn man d arc tang x = (l+x^^dx auf directem Wege 
zwischen den Grenzen. und a integrirt. Für ein positives a und ein eben- 
falls positives ß gelten dann die Formeln: 

arctga = y-arctg — , arctga-arctg/3 = arctg(^=^), 

von denen die zweite auch für negatives ß noch gültig bleibt, wenn nur 
l+a/9>0 ist. 

Man nehme nun den Punkt P in dem, durch die Grösse t fixirten 
Strahle so nahe zum Punkte 0' liegend an, dass, wie klein auch y ge- 
wählt sei, x kleiner als tgy sei. Dann ist, weil tgy<Cl, auch *<Cl> 
xn <Z 1 , dagegen n > 1. Unter dieser Voraussetzung ist der Ausdruck 
(4~4xsinT+^ 2 )ii— 2cost für jeden Werth von % positiv, denn der kleinste Werth, 

den er bei variablem % überhaupt annehmen kann, ist (4+x 2 )n— 2^1+4xW^ 
und dieser Minimum werth ist positiv, weil (4+# ? )V-4(l+4xW) = (16-8#Vx 4 )» 2 -4 
für x<Cl und *>1 immer positiv ist. Man hat also stets 
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, x r(4— 4xainT-f x*)m — 2cosTl n _ r 2ginT — x "l 

(«.) arctg^ üi^^c J = ■ä-«rctgL C 4_4,. ilir+lt . > _ 2co . T J- 

Bezeichnet ferner t' einen zulässigen Werth für %> der zwischen und ~^- 

liegt, so hat man 

[2cost' l n . r2sinT'— xl 

2«!»»-« J = y-^'gL 2C08T' J' 

A r 2sinT'— x 1 . f 2sinT' 1 . r xcost' 1 

arctg — s r— = arctg -« r — arctg -5 :— r- , 

6 L 2cost' J & L2cost'J ^L2 — xsinr^J' 

und durch Subtraction der zweiten Gleichung von der ersten ergiebt sich 
iL \ m T 2cosT f i rc , r XCOBT' i 

Man erkennt nun leicht, dass diese letzte Formel noch richtig bleibt, wenn 

t'= -K- wird, und auch noch, wenn man an Stelle von r' die Grösse 71— r' 

schreibt. Die Formel (b.) gilt demnach wie (0.) für jeden zulässigen Werth 
des Winkels r zwischen und n. Berücksichtigt man noch, dass 

[2sinT — x 1 r xcoar "1 r sinr — xncosr "1 

(4-4x8iDT+x>-2co8 J - arc » L2=^i^J = arct &L(2-X8inT>-c^J^ 

und dass xn durch tgy ersetzt werden kann, so folgt aus den Gleichungen (8.) 

Ji{Y9*3 T ) = 7i— t— arctgfö 8m "~~ Y l -| 

. 1V/ * ' J ° L2ncosy — cos(t— y)J' 

f// \ * T 2 sinr— x 1 

/.(y,*,T) = arctg [ (4 _ 4xa . nT+x<:)w _ 2c —J, 

und hieraus weiter, indem man x durch n—r ersetzt und die Gleichungen 
(6.) beachtet, 

W,*,*) = T - arc ^ LcoBT+ci»+y^ 

v/ * * ' ° L(4— 4xsinT+x a )ii+2co8TJ 

Einfache Betrachtungen, wie sie in der Theorie der Maxima und Minima 
vorkommen, zeigen nun, dass der Werth des Ausdruckes 

Fd = siufl 

x ' 2ficoay4-cos0 7 



n 



wenn 0, y, n reelle Grössen bezeichnen, und 0<y<C-r-> *>1 ist, immer 

1 1 

zwischen den Grenzen und +— liegt. Ebenso leicht ergiebt sich, dass, 
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in Folge der vorher über die Lage des Punktes P getroffenen Bestimmungen, 
die Differenz 

2_ __ I" 28i nr — x "1 

n L(4— 4x8inT-fx 9 ) n "~"2co8TJ 

für jeden zulässigen Werlh von r zwischen und n positiv ist. Berück- 
sichtigt man dann noch, dass für jedes reelle positive a der Werth von 
arctg(±a) zwischen — a und +a liegt, so ergeben sich aus den Gleichungen 
(9.) und (10.) die Relationen: 



dl.) { " : ; 

r - — < J 2 (y, x, t)< t+ — , < /; (y, *, t)< — , 

und man erhält schliesslich, indem man unter e t , e 2 zwei reelle Zahlen zwischen 
— 1 und +1, unter ei, e 2 zwei reelle Zahlen zwischen und 1 versteht, die 
Grenzen selbst ausgeschlossen: 

€ 2t 

Ji(r> x > x ) = *-*+ T» Ji &> *> T )^-7r-> 

(120 { £ £ 

My> *, *) = T +~-> «fito *, t) = -^ . 



4. 

Führt man die für J^ // , J 2 , /£ gefundenen Werthe in die Formeln 
(5.) ein, so folgt: 

(13 ) (" S = ^-^V«"-*"'^^' 

unter der vorher gemachten Voraussetzung, dass y eine Grösse zwischen 

und -j- bezeichnet, die so klein angenommen ist, dass die Function f((p) in 

den beiden Intervallen von y = a— 2y bis q) = a — und von (p = a+0 bis 
</> = <x+2y stetig bleibt, und unter der fernem Voraussetzung, dass #<tgy 

ist, während zur Abkürzung n für -££ geschrieben wurde. Die obigen Formeln 

bleiben also richtig bei einer Verkleinerung von y von dem fixirten Werthe 
aus, wenn man nur gleichzeitig auch x so weit abnehmen lässt, dass x kleiner 

als tgy bleibt. Setzt man nun tgy = — , so ist v>l, da tgy<C.l> nnd der 
Bedingung x<tgy wird genügt, wenn man * = — setzt; es wird dann 
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n = v. Da ferner, weil y zwischen und -j- liegt, y <tgy ist, so kann man 

20 ir = 20' L lgy=^, 20 2r = 20' 2 lgy = ^ 

setzen, wobei O<^0{<1, Of^0i<Cl, indem die Werthe von ö n 6 2 nach 
Früherem den Bedingungen Or^0i<M, O^0 2 <1 genügen. Bildet man 
jetzt durch Addition der linken Seiten der Gleichungen (13.) die Function 
tf»,T* so folgt bei passender Anordnung 






(14.) | + -=f|)(^Ä)_ A .^ ) ] + i|X^Ä)^ ( . + o)] 

für y = — — und, nach dem oben Bemerkten, also auch für jedes grössere v. 

Lässt man nun, bei constant gehaltenem %, durch fortwährende stetige Ver- 
grösserung von v die Grösse x, also auch q = Rx, stetig kleiner und kleiner 
werden , so entspricht diesem Processe geometrisch ein unbegrenztes stetiges 
Anrücken des Punktes P gegen den Begrenzungspunkt O f in der, durch den 
Winkel r fixirten Richtung, und es convergirt dann, wie die letzte Formel 
unmittelbar zeigt, u Uyl gegen die feste Grenze 

(15.) lim«.,, = A«-0) + ^[A(a+0)-Aa-0)], 

denn man kann stets, wie klein auch eine von Null verschiedene positive 
Zahl a angenommen werden mag, dazu den Werth von q so klein, oder was 
dasselbe, den Werth von v so gross annehmen, dass die Summe der Grössen, 
die auf der rechten Seite der Formel (14.) in der zweiten und dritten Zeile 
stehen, für dieses v und auch für jedes grössere v ihrem absoluten Werthe 
nach die Zahl a nicht übersteigt, einerlei, welchen von den zulässigen Werthen 
r besitzt oder annimmt. 

Gehört nun zu dem Randpunkte 0', dem im ersten Polarcoordinaten- 
systeme die Coordinaten r = fl, t = a zukommen, ein Werth a von t, für den 
die willkürlich angenommene Function f keine Unterbrechung der Stetigkeit 
erleidet, so ist /"(a+O) = /(a— 0) =^(<x), und die, durch den Ausdruck u dar- 
gestellte Function der Coordinaten x, y des Punktes P erhält dann, wenn P 
vom Innern her auf irgend eine Weise in den Punkt 0' rückt, immer den 
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bestimmten Werth f(a). Erleidet dagegen die Function f für den Werth a 
des Argumentes eine Unterbrechung der Stetigkeit, d. h. ist a einem der früher 
fixirten p Werthe c n Cj, . . . , c p nach dem Modul 2n congruent, so zeigt die 
Formel (15.), dass in dem Falle der Werth, den die Function u beim Ein- 
rücken des Punktes P in die Lage 0' erhält, von der Richtung, in der das- 
selbe geschieht, abhängig ist, und zwar so, dass zu jeder bestimmten Richtung 
ein und nur ein bestimmter Werth von u gehört, der sich mit dem, die Richtung 
bestimmenden Winkel t in der Weise stetig ändert, dass die Aenderungen 
von u den Aenderungen von t proportional sind. Durch passende Wahl der 
Richtung des Einrflckens kann man dann für u jeden Werth erhalten, der 

zwischen f(a,— 0) und ^(a+0) liegt, und geht man in der, durch ^ = -0" 
fixirten Richtung des Kreisradius gegen den Punkt 0', so trifft man dort mit 
dem Werthe fl>+0)+fl>--0) ein Der p unkl ff bildel in diegem FaIle einen 

Unstetigkeitspunkt für die, durch den Ausdruck u dargestellte Function, ohne 
dass darum, wenn man sich die Werthe von u durch Ordinaten, die in den 
entsprechenden Punkten x, y senkrecht auf der Ebene des Kreises stehen, 
repräsentirt dächte, die dadurch entstehende, über der Kreisfläche im Räume 
ausgebreitete Fläche irgendwo eine Unterbrechung ihres Zusammenhanges erlitte. 
Damit ist bewiesen, dass immer eine Function u existirt, die ausser 
den, schon am Ende von art. 1 erwähnten Eigenschaften noch weiter die be- 
sitzt, dass sie am Rande der Kreisfläche vollständig mit einer für den Rand 
(r = R 9 t = t) willkürlich angenommenen reellen Function f{t) übereinstimmt, 
wenn nur f{t) der Bedingung, längs des Randes allenthalben einwerthig und 
stetig zu sein, unterworfen ist: dass dagegen, wenn die Function f{t) die 
Bedingung der Stetigkeit in der Weise verletzt, dass sie für einzelne Punkte 
(r = ß, t = c t , C2, ..., c p ) des Randes springt, dann die Uebereinstimmung 
nur für die von den c verschiedenen Punkte des Randes besteht, während 
in den Punkten c selbst die Function u alle nur möglichen Werthe zwischen 
den Werthen f(c—Q) und f(c+0) besitzt. Im ersten Falle, wo f{t) allenthalben 
stetig vorausgesetzt wird, ist, wie Formel (14.) zeigt, die Function u für die 
ganze Kreisfläche, den Rand einbegriffen, stetig: im zweiten Falle kann von 
der Stetigkeit der Function u nur die Rede sein in einem Gebiete, das aus 
der Kreisfläche entsteht, indem man die p Punkte c durch ebensoviele Kreise, 
die diese Punkte zu Mittelpunkten haben und deren Radien endliche, im 
Uebrigen beliebig kleine Werthe besitzen, ausscheidet. 
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5. 

Eine weitere Frage ist die, ob ausser der, durch den Ausdruck u dar- 
gestellten Function u nicht noch eine zweite Function, «,, existirt, die die 
bis jetzt gefundenen Eigenschaften von u ebenfalls besitzt: oder ob durch die 
erwähnten Eigenschaften die Function u eindeutig bestimmt erscheint. Die 
Existenz einer zweiten Function, t*,, vorausgesetzt, wird dann die durch fi^u—Ut 
zu bezeichnende Differenz der beiden Functionen für die ganze Kreisfläche, den 
Rand einbegriffen, eine einwerthige und stetige Function des Ortes oder Punktes 
x, y sein, die am Rande allenthalben den Werth Null besitzt. In welcher 
Richtung also auch der Punkt P in einen Randpunkt 0' einrücken mag, der 
zugehörige Werth von u wird stets gegen Null convergiren. Damit ist aus- 
drücklich festgesetzt, dass für den Fall, wo die Function u am Rande Un- 
sletigkeitspunkte c n c 2 , ..., c p besitzt, die Function u L für diese Punkte in 
gleicher Weise unstetig werden soll wie die Function u. Was ferner die 
Derivirten von /x betrifft, so werden jedenfalls die ersten und zweiten De- 
rivirten von fi im Innern der Kreisfläche, d. h. bis in jede endliche Nähe 
zum Rande, einwerthig und stetig sein, und die nach x und y genommenen 

zweiten Derivirten der Gleichung 7r^+"3"^ == genügen. 

Eine Function fi mit diesen Eigenschaften kann aber, wie jetzt gezeigt 
werden soll, für keinen Punkt im Innern der Kreisfläche einen von Null ver- 
schiedenen Werth besitzen. Das Gegentheil angenommen, sei P k ein Punkt 
im Innern der Kreisfläche, für den die Function ,u einen von Null verschie- 
denen Werth M x besitze. Mit M' bezeichne man den absoluten Werth von 
Ifi, mit M" eine von Null verschiedene fest anzunehmende positive Zahl, die 
um eine endliche Grösse kleiner als M' sei. Da nach der Voraussetzung der 
Werth von u durch stetige Aenderung stets gegen Null convergirt, wenn 
der Punkt P sich in irgend einer Richtung gegen einen Punkt des Randes 
bewegt, so werden die Punkte der Kreisfläche, für die der absolute Werth 
von u grösser oder gleich M" ist, alle in angebbarer endlicher Entfernung 
vom Rande liegen. Man kann also um den Mittelpunkt einen zweiten, 
dem ersten concentrischen Kreis ziehen, dessen Radius R t um eine endliche 
Grösse kleiner ist als R, und der die genannten Punkte sämmtlich einschliesst, 
so dass in keinem Punkte auf der Peripherie dieses Kreises der absolute 
Werth von u die Zahl M" übersteigt. 
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Setzt mau dann 

0,0 * 

und beschränkt die Bewegung des variablen Punktes x, y auf diese kleinere 
Kreisfläche F', ohne den, mit K' zu bezeichnenden Rand derselben auszu- 
schliessen, so ist u+ri in der Flache F', den Rand einbegriffen, eine allent- 
halben einwerthige und stetige Function der complexen Variable & — x+yi, 
die bis in jede Nähe zum Rande und auch noch auf dem Rande K' selbst 
einwerthige und stetige Derivirte besitzt. In Folge dessen hat das Integral 

1 /'+ Qi+»t)& 
2niJ » — »' ' 

ausgedehnt in positiver Richtung durch die Begrenzung K' von F' immer 
einen bestimmten Werth, wenn nur der Punkt x\ y' der Ebene, für den z 
den Werth z hat, nicht auf K' selbst liegt. Und zwar ist der Werth dieses 
Integrals beständig Null, wenn der Punkt x\ y ausserhalb F' liegt, während 
für einen Punkt x', y f im Innern von F' der Werth des Integrals mit dem 
Werthe übereinstimmt, den die Function u + ri in diesem Punkte besitzt. 

Bezeichnet man nun die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes P t 
mit #!, y M die Polarcoordinaten mit r M f 19 und den zugehörigen Werth von 
* mit *!, so wird jedenfalls r, um eine endliche Grösse kleiner sein als Ä M 
weil der Punkt P x im Innern der Fläche F', in endlicher Entfernung vom 

Dl 

Rande K' liegt. Der Punkt x* , y 2 dagegen, für den z den Werth * 2 = - 1 e 1li 

besitzt, wird dann nothwendig ausserhalb F' liegen. Bezeichnet man noch 
den Werth, den die Function v im Punkte P k besitzt, durch iV M während 
der Werth der Function \i in diesem Punkte schon vorher durch M l bezeichnet 
wurde, so folgt, wenn man in dem letzten Integrale an Stelle von z f einmal 
Sj , das andere Mal z 2 einfährt : 

(Lj *,+*, * /*£±j£*, (IL) i /--ä±2S*. 

K' l K' * 

Trennt man in diesen beiden Gleichungen die reellen Theile von den rein 
imaginären, nachdem man für *,, z 2 ihre Ausdrücke durch Polarcoordinaten 
eingeführt, und z durch Rxe* 1 , dz durch Ri^idcp ersetzt hat, so folgt weiter, 
indem man den Ausdruck fl?— 2i2 1 r,cos (/* — y) + rj zur Abkürzung mit Q 
bezeichnet : 
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(I".) M t = ^/^^[m-R^cosih-^-vlR^Xnity-tp)}}, 

—n 

(I*.) AT, = ^/ + "^-{u[R l r l 8m(t t -<p)] + v[Rl-R l r l cos(t l - ( p)]l 

— 71 

(IP.) = g ?i / M "${A«[f?-B 1 r 1 eos(l 1 - 9 »)]-v[Ä 1 r 1 8iii(« 1 - V )]}, 
(II 6 .) = ^/ + "^{ J «[Ä 1 r 1 sin(f 1 -y)]+v[r?-Ä i r 1 co3(< 1 - 9 ))]}. 

— IT 

Mit Hälfe dieser Gleichungen kann man die Werthe M i und N L der Functionen 
// und v für den Punkt P x ausdrücken durch die Werthe allein, die die 
Function u auf der Integrationscurve IV besitzt. Subtrahirt man nämlich die 
Gleichung (IP.) von (I°.) und addirt die Gleichung (ir.) zu (I 6 ), berücksichtigt 
auch, dass die Function v im Kreismittelpunkte 0, den Werth Null besitzt, 
so zerstören sich die Terme unter den Integralzeichen, in denen v vorkommt, 
und man erhalt schliesslich: 

Die erste dieser beiden Gleichungen zeigt, dass zwischen dem Werthe 
Jf 19 den die Function // im Punkte P, besitzt, und den Werthen von fi am 
Rande K' von F' ein bestimmter Zusammenhang besteht. Aus dieser Glei- 
chung sollen jetzt weitere Schlösse gezogen werden. Da den früher ge- 
troffenen Anordnungen gemäss der absolute Werth von /u in keinem Punkte 
der Integrationscurve K' die positive Zahl M" abersteigt, auch der Factor, 
mit dem fi unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite der in Rede 
stehenden Gleichung multiplicirt erscheint, während der Integration sein Vor- 
zeichen nicht ändert, sondern, da r, < R t ist, stets positiv bleibt, so folgt 
aus der obigen Gleichung, unter Anwendung eines Satzes von Cauchy, 

M" 



J R\ — 2Ä,r, cos (*,—</ .) + *•; = l< -2*./ ÄJ-2Ä I r 1 cos(( l — ^ 



2 9 



2nJ R\ — 2R,r x cos (*,—</) + r] = l ^2nJ ÄJ— 2Ä I r 1 cos(* l — <fi+r\ 
und hieraus endlich, nach Ausfuhrung des bestimmten Integrals: 

-M" <,m x ^m". 

Dieses letzte Resultat steht aber im Widerspruche mit Früheren, wo- 
nach die positive Zahl M" endlich kleiner als der absolute Werth M' von 
Mi gewählt war, unter der einzigen Voraussetzung, dass der Werth AT,, den 
die Function // im Punkte P L besitzt, von Null verschieden sei. Die einander 

45* 
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widersprechenden Ergebnisse, zu .denen diese Voraussetzung geführt hat, be- 
weisen ihre Unrichtigkeit und damit zugleich die Unhaltbarkeit der ursprüng- 
lichen Annahme, dass die Function /li für irgend einen Punkt P im Innern 
der Kreisfläche, deren Radius R, einen von Null verschiedenen Werth besitze. 
Die Function u hat also für jeden innern, in endlicher Entfernung vom Rande 
gelegenen Punkt der Kreisfläche den Werth Null; da sie ausserdem für die 
ganze Kreisfläche, den Rand einbegriffen, einwerthig und stelig ist, und ihr 
Werth beim Uebergange vom Innern zum Rande stets gegen Null convergirt, 
so ist sie für alle Punkte der Kreisfläche uud des Randes Null. Aus fi = 
folgt aber ti, = u, d. h. die Function u l ist mit der Function u identisch, und 
es existirt demnach nur eine Function u, die die früher angegebenen Eigen- 
schaften besitzt. Damit ist der im Anfange dieser Arbeit genannte Satz in 
allen seinen Theilen bewiesen. 



6. 
Für alle Punkte P im Innern der Kreisfläche kann der Ausdruck für 
u in eine nach steigenden Potenzen von -5- fortschreitende Reihe entwickelt 

IL 

werden. Man hat nämlich 

* B'-2flr fi co7a- y ,)+r' = i+^^(/-y) + Jcos2(<-y) + ^COs3(/- 9 ,) + ..., 

gültig für jedes r, dessen Werth kleiner als die Zahl R. Multiplicirt man linke 

und rechte Seite dieser Gleichung mit — f{q>) d<p und integrirt nach <p zwischen 

den Grenzen —71 und 4-ti, so folgt, indem man, was hier erlaubt ist, anf der 
rechten Seite die Aufeinanderfolge der Operationen der Summation und Inte- 
gration ändert: 

U ~ 2„ J f{(f) Ä f -2Ärcos(*-y)+ r* 






—n — ,t 



Den Werth, den die zu unlerst stehende Reihe für einen Punkt P mit den Co- 
ordinalen r, t im Innern des Kreises besitzt, bezeichne man durch S ryf , den 
Werth der Function u in demselben Punkte durch u ri . Für jeden innern, 
in endlicher Entfernung vom Rande gelegenen Punkt der Kreisfläche ist dann 

Sr,1 = Wr,/ - 
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Die in der untern Zeile stehende Reihe geht, wenn man r wachsend 
gleich R werden lässt, der Form nach über in die Fouriersche Reihe 

\ r+n n=x \ S'+n 

2üJ f^dfp + ^—J f((p)cosn[t-<p)d<p. 

—n —n 

Convergirt nun diese Fouriersche Reihe für einen Werth /' der Variable t> 
und bezeichnet man ihren Werth für dieses t durch S,,, so ist, wie Abel und 
Dirichlet bewiesen, S t , zugleich die Grenze, gegen die der Werth jS r>/ , der 

frühern, nach steigenden Potenzen von -yr fortschreitenden Reihe ohne Unter- 
brechung der Stetigkeit convergirt, wenn r stetig gegen R convergirt. Dieser 

Werth Sf. kann dann aber nicht von dem Werthe /v> ' J T* - ver- 
schieden sein, gegen den, nach art. 4, die Function u ri , convergirt, wenn bei 
constant bleibendem ( die Variable r gegen R convergirt. Denn da die bei- 
den Functionen S r>1 . und u riV für jedes r<C.R gleichwerthig sind, und ausser- 
dem jede von ihnen für limr = ß ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen 
eine feste Grenze convergirt, so können ihre Werthe an der Grenze des 
Gebietes der Variable r, d.h. für r = R nicht verschieden sein. 

Für die Function u sind damit zwei Ausdrucksformen aufgestellt, das 
bestimmte Integral und die unendliche Reihe, die sich, was ihr Verhalten auf 
dem Rande der Kreisflache selbst betrifft, wesentlich unterscheiden. Die erste 
Ausdrucksform versagt auf dem Rande, d.h. für r = R, immer, indem sie 
dort allenthalben den Werth Null liefert. Die zweite Ausdrucksform kann 
unter Umstünden auch noch auf dem Rande, d. h. für r = R, sei es allent- 
halben oder nur in einzelnen Punkten R, ( die Function u darstellen, und 
zwar wird sie diese Darstellung, wie eben bewiesen, leisten, wenn die Fourier- 
sche Reihe, in die sie für r = R übergeht, für die betreffenden Werthe von 
t convergirt. Aber auch in dem Falle, wo die Reihe S ryt für r = R noch 
convergirt, wird sie nur für die Randpunkte, in denen f(t) keine Unterbrechung 
der Stetigkeit erleidet, den Werth darstellen, den die Function u in dem 
Punkte besitzt, während für die Unstetigkeitspunkte auf dem Rande, wo f(t) 
springt und die Function u unendlich viele Werthe besitzt, die Reihe, ihre 

Convergenz vorausgesetzt, nur den einzigen Werth *^ ~ von all 

den Werthen der Function u liefert, der einem Einrücken in der Richtung 
des Radius R entspricht. Alle übrigen Werthe, die u in einem solchen 
Punkte je nach den verschiedenen Richtungen des Einrückens erhalten kann, 
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werden von der Reibe S ri für r — R nicht mehr geliefert, sind also gleich- 
sam beim Uebergange vom Innern auf den Rand ausgefallen. Bei dieser, 
immer zulässigen Auffassung der Fourierscheu Reihe, wonach sie lediglich als 
Grenzform einer Reihe S ryi , die für die Kreisfläche bis in jede endliche Nähe 
zum Rande eine Function u darstellt, erscheint, aber als Grenzform, die einem 
Anrucken vom Innern gegen den Rand in der Richtung des Kreisradius ent- 
spricht, erklärt sich ihr Verhalten für die Punkte t, wo die Function fijt) 
springt, auf natürliche Weise aus dem Verhalten der Function u für die ent- 
sprechenden Randpunkte R, t. 

7. 

Um den Mittelpunkt des Kreises, dessen Radius R, beschreibe man 
einen zweiten, dem gegebenen concentrischen Kreis mit einem Radius R'<ZR. 
Die Fläche des ersten Kreises bezeichne man mit F, die des zweiten mit 
F r : entsprechend die Peripherien der beiden Kreise durch K und K' resp. 
Unter u werde dieselbe Function wie vorher verstanden. Dieselbe ist ein- 
deutig bestimmt, sobald die Function f{(f), die in art. 1 ausführlicher charak- 
terisirt wurde, gegeben vorliegt, und mit Rücksicht darauf möge zur Ab- 
kürzung gesagt werden, eine Function u correspondire mit einer gegebenen 
Function f((p). Unter diesen Voraussetzungen betrachte man das Integral 

ausgedehnt Ober die Fläche F'. Da die Derivirten von u bis in jede end- 
liche Nähe zum Rande K der ursprünglichen Kreisfläche einwerthig und stetig 
sind, so sind sie es jedenfalls in F' und auch noch auf der Begrenzung K' 
von F\ Es besitzt also das obige Integral einen endlichen, positiven Werth, 
der sich, wie bekannt, auch ausdrückt durch das einfache Integral 



-/^S* oder / + "3? A ' 



dp 

erstreckt in positiver Richtung über die Regrenzung K' von F', wenn ds ein 
Element dieser Regrenzung, p die nach Innen gerichtete Normale bezeichnet. 
Lässt man nun durch successive Vergrösserung von R! die Fläche F' gegen 
F convergiren, so können in Rezug auf den Werth U F . des obigen Doppel- 
integrals zwei Fälle eintreten: entweder wächst U F , über alle Grenzen, oder 
es convergirt U F , gegen einen festen Grenzwerth G. Im erstem Falle hat 
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das Integral U F keine Bedeutung mehr, im zweiten Falle ist sein Werth G. 
Dass der erste Fall immer eintritt, wenn die Function f(<p), mit der die Function 
u correspondirt, für einzelne Werthe c des Argumentes springt, soll zunächst 
bewiesen werden. Die folgende .Untersuchung liefert diesen Beweis in all- 
gemeinerer Form, und bildet so gleichsam eine Ergänzung zu dem art. 17 
der Riemannschen Dissertation, indem sie zeigt, dass eine sammt ihren ersten 
Derivirten einwerlhige und stetige Function k von x und y sich nicht einer, 
in einem Punkte in der gleich festzusetzenden Weise unstetigen Function /tc 
unendlich annähern kann, ohne dass das Integral S2(l) aufhört endlich zu sein. 
Fixirt sei ein begrenztes endliches Stück T der XY- Ebene, und in 
demselben liegend ein Punkt P. Für diese Fläche sei eine reelle Function 
fi der rechtwinkligen Goordinaten x, y gegeben, die sammt ihren ersten De- 
rivirten im Innern von T bis in jede endliche Nähe zum Punkte P einwerthig 
und stetig ist, und zugleich mit ihren Derivirten diese Eigenschaften auch noch 
auf dem Bande von T besitzt. Das Verhalten der Function u im Punkte P, 
von dem aus man Polarcoordinaten r, t einführe, sei dadurch charakterisirt, 
dass wenn man in irgend einer Bichtung / auf den Punkt P zugeht, dann 
der Werth von fi ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen eine feste Grenze 
G(t) convergirt, die von der gewählten Bichtung abhängig, sich mit / um den 
Punkt P herum allenthalben stetig ändert. G(t) wird also eine einwerthige, 
stetige, und mit der Periode 2n periodische Function von t sein; der Fall, 
dass G{t) für jedes t denselben Werth besitze, sei ausgeschlossen. Was die 
Derivirten von fi betrifft, so soll bezüglich ihrer Existenz oder ihres Ver- 
haltens im Punkte P nichts festgesetzt sein. Für eine solche Function u, 
behaupte ich dann, wird das Integral 

wenn man es über die Fläche T ausdehnt, keinen angebbaren Werth erhalten, 
indem sein Werth, je mehr sich die Summation dem Unstetigkeitspunkte P 
nähert, um so mehr über alle Grenzen wächst. 

Um dieses zu beweisen, beschreibe man um P als Mittelpunkt einen 
Kreis mit dem Radius r 2 , dessen Fläche vollständig innerhalb T liegt, und 
einen zweiten, diesem concenlrischen Kreis mit einem endlich kleinern Badius 
Ti. Ausserdem fixire man zwei Radiivecloren t = t t und /=/ 2 , (/ 2 >'i) 9 
die so gewählt seien, (was nach den gemachten Annahmen immer möglich), 
dass die Werthe M L und M 2 von fi 9 die man erhält, indem man das eine Mal 
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in der durch J M das zweite Mal in der durch t 2 bestimmten Richtung in den 
Punkt P einrückt, endlich verschieden sind. Betrachtet man dann das Integral 

so bilden dessen Elemente einen Theil der Elemente des obigen Integrals 
12 {p), und da dieses letztere nur positive Elemente besitzt, nie also Elemente 
sich gegenseitig aufheben, so wird der verlangte Beweis erbracht sein, wenn 
man zeigt, dass der Werth des Integrals W M dadurch, dass man die Zahlen 
r, und r, in passender Weise klein genug nimmt, grösser gemacht werden 
kann als eine willkürlich gegebene, beliebig gross angenommene positive Zahl. 
Die Function fi ist der Annahme gemäss sammt ihren ersten Derivirten 
in dem, durch die Grenzwerthe r,, r 2 und /,, t 2 fixirten Gebiete, den Rand 
desselben einbegriffen, eine einwerthige und stetige Function von r und t. 
Man setze fi = F(r,t), und zur Abkürzung F(r,/,)=/i(r), F(r,t 2 )=f 2 {r)\ dann 
hat man nach den über t L und t 2 vorher getroffenen Bestimmungen lim/ > 1 (r) = Af M 

\\mf 2 [r) = Af 2 . Betrachtet man nun das in dem Doppelintegrale W^ vor- 

kommende innere, von l i bis t 2 zu erstreckende Integral, so bleibt bei der 
Ausführung dieser Summation nach t die Grösse r constant, und für die Grenzen 
«i und t 2 hat /a die Werthe /i(r) und f 2 (r) resp. Unter all den Functionen 
v von t, die von t = t k bis / = t 2 sammt ihrer ersten Derivirten einwerthig 
und stetig sind, und ausserdem für die Grenzen / A , t 2 die gegebenen Werthe 
/i(r), f 2 {r) resp- besitzen, existirt nun eine, für die das Integral 



/"Q' 



dt 
\at' 

u 

am kleinsten wird. Es ist dies die Function v = c/+C|, wenn man die Con- 
stanten c, c k aus den Gleichungen f { (r) = ct t + c, , f 2 (r) = c/ 2 +C4 bestimmt; 
der betreffende Werth des Integrals wird dann c ? (<a— t k ). Man hat also unter 
allen Umständen 

und daher auch, weil r und dr immer positiv sind, 



/ 



w > ^ 5=fAw-AW* 



Da die beiden Functionen f t (r) und f 7 (r) von r =r 2 bis r = stetig 
sind, und für verschwindendes r die erste den Werth Af n die zweite den 
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Werth M 2 erhält, so kann man jedenfalls die positive Zahl r 2 , ohne gegen 
frühere Voraussetzungen zu Verstössen , von Null verschieden so klein an- 
nehmen, dass der Werth des Ausdruckes [/^ (r) — /i (r)]% der für limr = 
ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen die feste Grenze [M 2 — if,] 2 con- 
vergirt, in dem Intervalle von r = bis r = r z stets grösser als \[M 2 — M t ] 2 
bleibt. Unter dieser Voraussetzung über die Grösse von r 2 wird dann, wie 
man auch die positive Zahl r l9 die kleiner als r 2 vorausgesetzt ist, wählen 
mag, stets 

sein, wobei der In rein reell zu nehmen ist. Lässt man nun, während r 2 den 
festgesetzten Werth behält, r L kleiner und kleiner werden, so kann man da- 
durch den Werth von l#(— ) ohne Aufhören grösser und grösser machen, 

und es wird folglich W^, und um so mehr S2(fi) bei successiver Vergrösserung 
des Integrationsgebietes durch Abnahme von r t über jede angebbare positive 
Zahl herüberwachsen. 



8. 

• Ganz anders stellt sich die Sache, wenn die Function f{(p), mit der 
die Function u correspondirt, allenthalben stetig ist. Während, wie eben be- 
wiesen, die Voraussetzung, dass f(tp) für einzelne Werthe des Argumentes 
springt, mit Nothwendigkeit das Unendlichwerden des Integrals 

wenn man es über die Kreisfläche F vom Radius R ausdehnt, nach sich zieht, 
können, wenn f(tp) allenthalben stetig ist, in Bezug auf U F beide vorher ge- 
nannte Fälle eintreten, d. h. es kann, je nach der sonstigen Beschaffenheil von 
f(<p), das Integral U F entweder endlich sein oder auch keinen angebbaren Werth 
besitzen. Die Richtigkeit der ersten Behauptung leuchtet unmittelbar ein, man 
braucht nur für u den reellen Theil einer Function von z zu wählen, die 
mit ihren ersten Derivirten in der Fläche F und auch noch auf dem Rande 
K derselben einwerthig und stetig ist. Den Beweis für die zweite Behauptung 
liefert das folgende Beispiel. 

Die Längeneinheit wähle man so, dass der Radius R des gegebenen 
Kreises, dessen Gleichung x 1 +y 7 —R 2 = ist, kleiner als £ wird. In Bezug 
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auf diese Kreisfläche, den Rand einbegriffen, definire man eine Function u als 
den reellen Theil der Function 



fi -fet = fj/— ln(R + x + yi) 

der complexen Variable x + yi, nachdem man zuvor diese Function für die 
Kreisfläche wie folgt eindeutig bestimmt hat. Man führe vom Punkte x = —R, 
y = aus Polarcoordinaten p, x ein durch die Gleichungen: x= — Ä-fpcosr, 
y = (js'mr: es kann dann durch die Bewegung des Punktes x, y auf der 
Kreisfläche .die Variable p alle Werthe von bis 2R <Z 1 , die Variable r 

alle Werthe von — -^ bis +^- annehmen, während alle übrigen Werthe durch 

die Bedingung, dass der Punkt x, y nicht über den Rand der Fläche hinaus 
gehe, ausgeschlossen werden sollen. Der unter der Quadratwurzel vor- 
kommende Logarithmus werde für die Kreisfläche eindeutig bestimmt durch die 
Gleichung: — ln(R+x+yi) = — Iuq — ri: indem man unter Iny den bestimmten 
reellen Werth versteht, den man durch Integration von d/»£ = |~ l d£ auf 
directem Wege zwischen den Grenzen 1 und p erhält. Trennt man dann in 
der Gleichung für u+ei die reellen Theile von den rein imaginären, so folgt 
für jedes q und r, das einem Punkte der Kreisfläche angehört, indem —top 
immer positiv ist: 

u = [to 2 <>-f T 2 j*sin[i arctg(-^)], t> = -[to 2 (> + T 2 ]*cos[±arctg(^ )] , 

wobei unter arctg mit reellem Argumente a immer derjenige Werth ver- 
standen ist, den man durch Integration von rfarctanga = (l-fa 2 )~~ ! d<* auf directem 
Wege zwischen den Grenzen und a erhält, und wobei ferner die in beiden 
Ausdrücken vorkommende vierte Wurzel stets positiv genommen werden soll. 
Damit sind denn die beiden Functionen u und r> für die Kreisfläche, den Rand 
einbegriffen, vollständig eindeutig bestimmt. 

Zunächst ist nun klar, dass die Function u mit ihren sämmtlichen De- 
rivirten von angebbarer Ordnung im Innern der Kreisfläche bis in jede endliche 
Nähe zum Rande einwerthig und stetig ist, und dass die zweiten Derivirten 

der Gleichung 7Ti+"3i =: genügen. Von den beiden Punkten: x = —R, 

y = Q und sc = — R+l, y = 0: um die herum die verschiedenen Zweige der 
ursprünglichen Function u + ei in einander übergehen, liegt ja der erste auf 
dem Rande, der zweite, der Bedingung /i<i gemäss, vollständig ausserhalb 
des Kreises. Keiner dieser Punkte kann also vom Punkte x, y umlaufen 
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werden, da dessen Bewegung auf die Kreisfläche, den Rand einbegriffen, be- 
schränkt wurde. Die Function u ist aber nicht nur im Innern, sondern auch 
noch auf dem Rande des Kreises allenthalben einwerlhig und stetig. Für alle 
Theile des Randes, denen von Null verschiedene Werlhe der Grösse p zu- 
gehören, zeigt dies die definirende Formel unmittelbar. Um das Verhalten der 
Function u für den Randpunkt p = zu erkennen, fahre man durch die Gleichung 

i = i arcl ^(^r) 

in den Ausdruck für u an Stelle der Variable q eine neue Variable £ ein. 
Es wird dann 

und da für verschwindendes q die Variable £ immer gegen Null convergirt, 
welchen Werth auch t besitzen mag, ferner für verschwindendes § die Function 
u ebenfalls immer gegen Null convergirt, welchen Werth auch r besitzen mag, 
so folgt, dass u in dem Randpunkle p=0 den bestimmten Werth Null be- 
sitzt, und dass demnach die Function u für die ganze Kreisflache, den Rand 
einbegriffen, durchweg einwerlhig und stetig ist. 

Für diese Function u bilde man jetzt das Integral 

«v =//S(£)'+(|)'l ** =//](|)'+^)]^ 

und dehne es über die Fläche F des Kreises aus. Da dieses Integral nur 
positive Elemente besitzt, so wird man das Unendlichwerden desselben be- 
wiesen haben, wenn man zeigt, dass es über einen bestimmten Theil F' von 
F ausgedehnt schon unendlich wird. Zu dem Ende verstehe man unter r t 

eine positive Zahl, die zwischen und -=- liegend, sowohl von wie von -^ 

endlich verschieden ist, unter q 2 den Radiusvector des Punktes der Kreispe- 
ripherie, dem der Werth r = r l zugehört, (p 2 = 2Äcosr 1 ), unter p t eine von 
Null verschiedene positive Zahl, die kleiner als p 2 gewählt ist. Das durch 
die Radiivectoren t = t,, r = — r l und durch die Kreise p = p 1 , q = q 2 be- 
grenzte Stück F' der Ebene bildet dann einen Theil der Fläche F 9 wie klein 
auch (>j als positive Zahl angenommen sein mag. Da ferner 

| = U/»> + ^i^ S in[iarctg(^)]-f cos[iarct g (^)]|, 

% = iP^-Kr»! * sin [i arctg (^)] + /» «, cos [i, arctg (-^)] } 

46* 
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ist, so ergiebt sich als Werth des obigen Integrals, wenn man es nur ober 
den fixirten Theil F' von F ausdehnt, und dem entsprechend seinen Werth 
durch Up* bezeichnet: 

und hieraus weiter nach Ausführung der Integration, indem man zur Abkür- 
zung —ln(? L = <x, —lnQ 2 = ß setzt: 

wobei die vorkommenden Quadratwurzeln sämmtlich positiv, die Logarithmen 
rein reell zu nehmen sind. Lässt man nun p, kleiner und kleiner werden, 
so wächst die positive Zahl a aber alle Grenzen. Von den drei Theilen, aus 
denen die rechte Seite der letzten Gleichung besteht, ändert sich der dritte 
dadurch nicht, weil die positive Zahl ß von q v unabhängig ist, der Werth 
des zweiten Theiles convergirt für unbegrenzt wachsendes a gegen die feste 

Grenze -^-, und der immer positive Werth des ersten wächst mit a zugleich 

Ober alle Grenzen. In Folge dessen erhält das Integral U r für verschwin- 
dendes Pi keinen angebbaren Werth, indem es über alle Grenzen wächst, und 
es wird daher um so mehr das Integral U F , da es aber die ganze Kreisfläche 
auszudehnen ist, keinen angebbaren Werth erhalten. 

Damit ist bewiesen, dass selbst wenn die Function f[t), mit der eine 
Function u am Rande übereinstimmt, allenthalben stetig ist, daraus noch lange 
nicht das Endlichsein des über die Kreisfläche auszudehnenden Integrals U F 
geschlossen werden darf. Alle in neuerer Zeit gemachten Versuche, die Zu- 
lässigkeit des Dirichletschen Princips zu beweisen unter der Annahme, dass 
zu einer allenthalben stetigen Randfunction f{t) auch immer ein endlicher 
Werth des Integrals U F gehöre, sind demnach als verfehlt zu betrachten, da 
sie sich auf eine falsche Voraussetzung stützen. Nirgendwo in seinen 
Schriften giebt Riemann zu einer solchen Annahme Veranlassung: das einzige 
Mal, wo er verlangt, dass von fest gegebenen Randwerlhen aus eine Function 
a in's Innere einer Fläche so stetig fortgesetzt werden soll, dass das Integral 
12 (a) einen endlichen Werth erhält (Dissertation, art. 19, pag.26), stellt er 
ausdrücklich die Bedingung, dass in allen Begrenzungspunkten ein Werth ge- 
geben sei, der sich für eine unendlich kleine Orlsänderung um eine unend- 
lich kleine Grösse von derselben Ordnung ändert. 

Würzburg, 1. Mai 1871. 
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Solutions de quelques problemes relatifs aux surfaces 

du second degre. 

(Par M. H. Picquet.) 



1. Construction de la surface du second degre determinee par neuf 
points. La determination lineaire de la surface du second degre qui passe 
par neuf points a excite de tout temps la curiosite des geometres. On connalt 
de nombreuses Solutions de ce probleme; je n'en citerai que celle qui a ele 
donnee par M. Otto Hesse (J. de CreUe, t. XXIV). Sans doute \\ est teme- 
raire de Iravailler le meme sujet qu'un pareil maitre: sans vouloir porter 
atteinte au merite de cette Solution, nous demanderons la permission de pre- 
senter la suivante *). 

Soient 1.2.3.4.5.6.7.8.9 les neuf points donnes, et considerons 
les trois plans (1.2.3), (4.5.6), (7.8.9) se coupant deux a deux suivant 
les droites A, B, C: 

ji = (4.5.6)(7.8.9), fi = (7.8.9)(1.2.3), C= (1.2.3)(4.5.6). 

Toutes les surfaces du second degre passant par les points 1 .2.3.4.5.6.7 
sont coupees par un plan quelconque suivant les coniques d'un reseau ponctuel**) ; 



*) M. Picquet, lieutenant du ge*nie dans l'arm£e francaise, a imite* le bei exemple 
de son illustre compatriote Poncelet en s'occupant de gäome*trie pendant 8a captivite*. 
11 m'a confie* ce travail pour mon Journal, et je n'he*site pas k le publier quoique les 
constructions pour re*soudre les deux premiers problemes donn£es par M. Picquet et 
däsignles par lui comme unfaires, ne soient point de Celles auxquelles ce noin con- 
vient dans le sens ordinaire. En efiet, ces deux probleme» pos£s comme le fait 
M. Picquet n'admettent pas de construction line*aire, c. ä d. teile que les moyens mis 
en UBage soient limite*s au plan et ä la ligne droite. Le premier probleme est, 
comme on sait, susceptible d'une construction lineaire, pourvu que sur une ligne 
droite assujettie k la condition de passer par Tun des neuf points donnls, mais quel- 
conque d'ailleurs, Ton cfaerche le second point dans lequel eile est coupe*e par la sur- 
face du second ordre. Mais ce n'est pas dans ce sens que le probleme est traite* 
par l'auteur. B. 

**) On appelle riseau ponctuel le Systeme de coniques repre*sente* en coordonne*es 
ponctuelles par l'e*quation i,c, +A f c f +A,c, = dans laquelle A, , A t , A, sont trois 
coefficients inde*termin£s, et c, , c s , c s les premiers membres des Iquations de trois 
coniques. En ge*neral A, c, + •••-!- ApC p = (pf^4) repre*aente en coordonne'eH ponctuelles 
un Systeme ponctuel d'ordre p — 1: le re*seau est un Systeme ponctuel du second ordre 
(Smith. — Proceedings of the London mathematical Society, no. 14, p. 90). P. 
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et en particulier par Ies plans (1.2.3) (4.5.6), suivant des coniques ayant 

trois points communs. Dans cbacun de ces deux plans, comme dans un plan 

quelconque, le reseau est determine par trois quelconqaes des coniques qui 

en fönt partie, et il est facile de les obtenir immediatement en prenant, par 

exemple, trois systemes de deux droites passant dans le premier plan par 

Ies points 1.2.3, et dans le second par les points 4.5.6. Si Ton veot 

que ces six systemes de deux droites se correspondent, c'est a dire soient les 

coniques d'intersection des plans (1.2.3) et (4.5.6) par trois des surfaces 

du second degre considerees, ils sont determines, et doivent se couper deux 

ä deux en deux points de la droite C, commune aux deux plans. Pour les 

obtenir, soient c M c 2 , c 3 et c 4 , c 5 , c les points d'intersection avec la droite 

C des cötes du triangle (1.2.3) et du triangle (4.5.6) 

c, = (C, 2.3), c 2 = (C, 3. 1), c 3 = (C, 1.2), 

c>ee(C, 5.6), c 5 = (C, 6.4). <% = (<?, 4.5). 

Deux systemes de deux droites correspondants seront alors 

(1.2, 3.Co) et (4.5, 6.C3) 

coupant le plan (7.8.9) en quatre points «,, /?,, yi,^; deux autres systemes 

correspondants seront: 

(2.3, l.c 4 ) et (5.6, 4.c,) 

coupant le plan (7.8.9) aux points a 2 , /? 2 , y 2 , tf 2 , et enfin deux autres seront 

(3.1,2.4) et (6.4,5c,) 
coupant le plan (7.8.9) aux points a 3 , /9 3 , y 3 , <J 3 . Les trois coniques 
JS , 1 = 7.a l ./3 1 .y,.J I , 2 2 = 7.a 2 .ß 2 .*/ 2 .d 2 , -T, = 7 a z .ß 3 .y z .d z 
correspondent respectivement dans le plan (7.8.9) ä ces trois groupes, et 
determinent chacune avec le groupe qui lui correspond, une surface du second 
degre passant par les points 1.2.3.4.5.6.7. Remarquons que nous n'avons 
encore eu a executer que des Operations tres- simples, savoir, faire passer un 
plan par trois points, une droite par deux points, construire la droite d'inter- 
section de deux plans, et le point d'intersection de deux droites; et les trois co- 
niques -2*,, -2^, -5T 3 sont determinees dans le plan (7.8.9) chacune par cinq points. 
II est des lors evident que la conique du reseau (J^,^, Jf 3 ) qui passe 
par les points 8 et 9, laquelle s'obtient lineairement au moyen de deux des 
trois coniques ayant quatre points communs 

8[^ 2 .^ 3 ]*), 8[^ 3 .^], 8[2.ZA 

*) Cest ä dire, la conique passant par les points 8 et les points communs aux 
coniques 2 t et 2 % . P. 
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et qui est, par exemple, la conique 

est la conique d'intersection de la surface cherchee avec le plan (7.8.9). 
Elle coupera les plans (1.2.3) et (4.5.6) respectivement en deux couples de 
points cf 4 ./3 4 et jvcT*, et les coniques 

1 . 2 . 3 . a 4 ./? 4 , 4.5.6.^4.(^4 

seront les coniques d'intersection de cbacun de ces deux plans avec la sur- 
face cherchee. Enfin un plan quelconque coupera les trois coniques con- 
struites de ja surface en six points situes sur une meme conique, laquelle sera 
la courbe d'intersection du plan et de la surface cherchee. 

2. Construction par points de la courbe gauche du quatritme degri 
qui passe par huit points. 

Cette courbe est l'intersection commune de toutes les surfaces du second 
degre qui passent par les huit points. Sa construction derive immediatement 
de la precedente, dans laquelle on remplacera le plan (7.8.9) par un plan 
quelconque passant par la droite 7.8. Les trois coniques 

8[^ 2 .^ 3 ], 8[^.-2i], 8[-2i.^J 

passent par les points 7 et 8, et ont deux autres points communs que Ton 
peut determiner lineairement et qui sont sur la courbe cherchee. En faisant 
tourner le plan variable autour de la droite 7.8 on aura ainsi tous les points 
de la courbe. 

3. Construction du huilitme point comtnun ä toutes les surfaces du 
second degre qui passent par sept points donnes **). 

Toutes les surfaces du second degre qui passent par sept points ont un 
huitieme point commun. On peut encore dire que toutes les courbes gauches 



*) Nous avons d£montr£ cette construction de la conique d'un r£seau ponctuel 
passant par deux points donn£s dans un travail qui sera publik en France aprfcs la 
guerre (Etüde sur. les sy Sternes de coniques). P. 

**) Dans la Situation extraordinaire, dans laquelle M. Picquet a £crit cette note il 
n'a pas pu consulter la littärature antärieure de ce probl&me. Je remplia cette lacune 
en citant l'excellent travail de M. Hesse (vol. 26 de ce Journal). La construction de 
M. Picquet repose comrae celle de M. Hesse sur la construction due ä M. Hesse du 
problfeme suivant: £tant donnes 6 points quelconques dans lVspace et un septifcme A, 
raener par le point A la corde ä la cubique gauche qui passe par les 6 points rionnds 
(vol. 26, p. 151). B. 
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suivant lesquelles se coupent deux quelconques de ces surfaces ont un hui- 
tieme point commun. II suffit des lors pour trouver ce point de construire 
deux de ces courbes au cboix. Or une courbe gauche du quatrieme degre 
peut se composer d'une cubique gauche et d'une droite qui la rencontre en 
deux points, qui en soit corde. Une cubique gauche etant determinee par six 
points, on fera passer une cubique gauche par six des points donnes 1.2.3.4.5.6 
et par le septieme 7, on menera une corde ä cette cubique gauche; on sah 
que cette corde est unique et determinee, eile passera donc par le point 
cherche, puisqu'avec la cubique (1.2.3.4.5.6) eile constitue une courbe 
gauche du quatrieme degre passant par les sept points donnes, et qu'il n'y a 
pas d'ailleurs de raison pour que le point cherche, que rien ne distingue des 
sept autres, soit sur la cubique (1.2.3.4.5.6) plutöt que le point 7. De 
möme, on construira la cubique (1.2.3.4.5.7) et par le point 6 on lui 
menera une corde qui coupera la premiere au point cherche. Avant d'entrer 
dans le detail de la construction, nous allons d'abord demontrer directement 
qu'en effet ces deux droites se coupent. 

1°. Lorsquune cubique gauche est situee sur une sur face du second 
degre, toutes les generatrices (Tun Systeme sont des cordes de la cubique. 

En effet, si on considere le cöne du second degre qui a pour sommet 

un point variable de la courbe et la courbe pour base, ce cöne coupe la sur- 

face suivant la cubique et suivant une droite variable. Lorsque le sommet da 

'cöne engendre la courbe, la droite engendre la sur face, toutes ces cordes 

sont donc des generatrices d'un Systeme. 

2°. Les generatrices de Vautre syst&me coupent la cubique en un point. 

En effet le plan tangent ä la surface en un point coupe la cubique en 
trois points situ es sur les generatrices de la surface passant par ce point 
Mais nous venons de wir que deux de ces points sont sur la generatrice 
du premier Systeme, comme d'ailleurs une cubique gauche ne peut pas avoir 
trois points en ligne droite, le troisieme est sur la generatrice du second 
Systeme. 

II en resulte qu'il peut y avoir sur une surface du second degre 
deux systemes de cubiques gauches suivant que les generatrices de la sur- 
face qui en sont des cordes sont d'un Systeme ou de l'autre, et on peut 
demontrer que deux cubiques gauches de möme Systeme ont quatre points 
communs et deux cubiques gauches de systemes differents cinq points com- 
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muns. Sans nous y arröter, considerons la surface du second degre qui passe 
par les sept points donnes 1.2.3.4.5.6.7, par un point quelconque 8 
de la cubique (1.2.3.4.5.6) et par un point quelconque 9 de la cubique 
(1.2.3.4.5.7); cette surface ayant sept points communs avec cbacune de 
ces courbes, les renfermera tout entieres. Elle renfermera aussi la corde 
menee a la premiere par le point 7 dont eile contient trois points, le point 
7 et ses deux extremites; ainsi que la corde menee a la seconde par le 
point 6. Mais ces deux cordes sont des generatrices de systemes differents, 
ainsi que les deux cubiques, sans quoi les courbes gaucbes du quatrieme degre, 
formees par chaque cubique et la corde correspondante auraient neuf points 
communs, savoir les points 1.2.3.4.5 et deux points sur chaque corde, 
car les generatrices etant de möme Systeme, les cubiques sont de mdme 
Systeme, et si elles sont cordes d'une cubique elles sont aussi cordes de 
l'autre* Deux courbes gaucbes du quatrieme degre ne pouvant avoir neuf 
points communs sans coincider, les deux cordes sont de systemes differents 
et se rencontrent consequemment en un point qui est le point cherche. 

Remarquons maintenant que tous les cönes ayant leur sommet sur une 
cubique gauche et cette courbe pour base appartiennent ä un möme reseau 
de surfaces du second degre, surfaces dont les sept points communs distincts 
seraient sur une möme cubique gauche, qui est la courbe consideree. Les 
plans polaires d'un möme point par rapport ä ces cönes ont donc un point 
commun, qui est necessairement situe sur la corde menee du point a la courbe ; 
il suffit donc de determiner ce point pour determiner la corde. 

Cela pose, la construction sera la suivante: 

Par les points 1.6.7 on menera un plan P: pour determiner 
les trois cönes ayant pour sommets respectifs 3.4 et 5 et pour base la 
premiere cubique (1.. 2. 3.4.5.6), on projettera du point 3 sur le plan P les 
cinq points 1.2.4.5.6 en cinq points 1 . 2' . 4'. 5' . 6 , du point 4 les cinq 
points 1.2.3.5.6 en cinq points 1 . 2". 4'. 5". 6, et du point 5 les cinq 
points 1.2.3.4.6 en cinq points 1 . 2'". 5' . 5". 6. On determine ainsi trois 
coniques qui, prises deux a deux, ont trois points communs connus; on peqt 
donc, sans les construire, trouver immediatement le point de concours des 
polaires du point 7 par rapport a toutes les coniques passant par les points 
communs ä deux d'entr'elles, point situe dans le plan polaire du point 7 par 
rapport aux cönes, qui leur correspond. En combinant ces trois courbes deux 
a deux on obtient ainsi de suite trois points, sommets du triangle forme dans 
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le plan P par les plans polaires du point 7 par rapport aux trois cönes; en 
joignant chaque cöte de ce triangle au sommet du cöne correspondant, on a 
trois plans dont le point d'intersection est sur la droite qui Joint le point 7 
au point cherche. On fera de meme pour le point 6 et la cubique (1.2.3.4.5.7) 
en se servant du märue plan 1.6.7, et le point cherche sera determine par 
ttntersection de deux droites. 

L'epure est assez simple en prenant pour plan horizontal le plan 1.6.7 
et pour plan vertical le plan perpendiculaire mene par la droite 6 . 7. 

Stralsund, le 28 fevrier 1871. 
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Note über die acht Schnittpunkte dreier Oberflächen 

zweiter Ordnung. 

(Von Herrn 0. Hesse in München.) 



Bei Gelegenheit meiner Untersuchungen über die acht Schnittpunkte 
dreier Oberflächen zweiter Ordnung im zwanzigsten Bande dieses Journals 
habe ich das daselbst p. 307 sich findende Theorem 14 aufgestellt, welchem 
man folgende etwas elegantere Form geben kann. 

Theorem. 

„Irgend sechs Schnittpunkte dreier Oberflächen zweiter Ordnung lassen 
sich betrachten als die Ecken eines Sechsecks im Räume. Die drei von einem 
beliebigen Punkte ausgehenden geraden Linien, von welchen jede ein Paar 
gegenüberliegender Seiten des Sechseckes schneidet, bestimmen, wenn man 
ihre Schnittpunkte in der Reihenfolge der Seiten des Sechseckes verbindet, ein 
dem Sechsecke einbeschriebenes Sechseck, welches auf einem Hyperboloid liegt. 
Die beiden in gleicher Weise aus dem siebenten und achten Schnittpunkte der 
drei Oberflächen dem Sechsecke im Räume einbeschriebenen Sechsecke liegen 
auf einem und demselben Hyperboloid. 44 

In dieser Darstellung erkennt man sogleich, dass das Theorem eine 
Ausdehnung des Pascalschen Theorems vom Hexagrammum mysticum ist. 

Denn wenn das erste Sechseck im Räume ein Sechseck in der Ebene 
wird, so fallen die beiden aus dem siebenten und achten Schnittpunkte con- 
struirten einbeschriebenen Sechsecke zusammen, und jedes derselben wird ein 
Dreieck, dessen Ecken die Schnittpunkte der gegenüberliegenden Seiten des 
ersten Sechseckes sind. Da nun nach dem Theoreme die Seiten dieses Drei- 
eckes auf einem Hyperboloid liegen, so müssen dieselben in eine gerade Linie, 
die Pascalsche Linie des ersten Sechseckes, fallen, weil kein Hyperboloid ein 
Dreieck aufweisen kann, dessen Seiten auf seiner Oberfläche liegen. 

München, im Mai 1871. 
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Ueber die Hypothese der Parallelentheorie 

(Von Herrn R. Baltzer in Giessen.) 



(Abdruck aus den Berichten der mathem.-phys. Classe der Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften 

vom 4. Mai 1870.) 



„Öelten vergeht ein Jahr, wo nicht irgend ein neuer Versuch käme, 
die Lücke im Anfang der Geometrie auszufüllen, ohne dass wir doch sagen 
könnten, dass wir im Wesentlichen irgend weiter gekommen wären als 
Euclides vor 2000 Jahren war." So schrieb Gauss 1816 im Eingang einer 
Bücheranzeige. Der Schluss des vorigen Jahres hat einen Versuch der an- 
gegebenen Art gebracht, welcher der Pariser Academie von Herrn Bertrand 
(Compte rendu 1869 Dec. 20) unter der Versicherung mitgetheilt worden ist, 
dass das 11. Axiom des Euclides nun bewiesen und eine von diesem Axiotai 
unabhängige Geometrie ad absurdum geführt sei. 

Um diese Versicherung zu würdigen, erinnere man sich, dass seit 
Legendres Bemühungen als der eigentliche Sitz der Schwierigkeit die Summe 
der Winkel eines geradlinigen Dreiecks zu betrachten ist. Nachdem man den 
Fehler, unendliche Grössen wie vollendete zu bebandeln, vermeiden gelernt 
hatte, nachdem Legendre bewiesen hatte, dass die ebengenannte Summe mehr 
als 180° nicht betragen kann, hatte man noch zu beweisen, dass dieselbe 
Summe nicht weniger als 180° betragen könne. Zu diesem Beweise führt 
kurzen Wegs die Euclidsche Hypothese, nach welcher die Schenkel AB und 
CD sich schneiden, wenn die Summe der Winkel BAC und ACD weniger 
als 180' beträgt. 

Dazu führt zweitens die Legendresche Hypothese, dass durch einen 
innerhalb eines Winkels gegebenen Punkt eine Gerade gezogen werden kann, von 
der beide Schenkel des Winkels geschnitten werden. Man mache CBD ^ ABC 
und ziehe durch D eine Gerade, welche die Fortsetzungen von AB und AC 

in E und F schneidet. Gesetzt, die Winkelsummen in 
ABC, BEB und CDFbetragen 180°-ti>, 180^-ti?', 180< J -f£>", 
so beträgt die Winkelsumme in AEF 1 80°- w + 1 80°— w 
+18O ( W+180'-ti>''-3.18O , d.i. weniger als 180°-2tt>, 
in einem andern Dreieck weniger als 180°— 4«?, endlich 
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in einem Dreieck weniger als eine gegebene Grösse, wahrend doch das Drei- 
eck den gegebenen Winkel A enthalt. 

Eben dahin führt folgende Hypothese über die Linie, deren Punkte 
von einer gegebenen Geraden gleiche Normalabstande haben. Wenn der 
Winkel BAC ein Theil des Winkels BAD, and der Punkt D weiter als die 
Spitze C von der Basis AB des Dreiecks ABC entfernt ist: so wird ange- 
nommen, dass der Winkel ADC im Wachsen bleibt, wahrend die Basis AB 
des unveränderten Dreiecks ABC auf der Geraden AB in der Richtung von 
A nach B fortschreitet. Man mache BB^^ABC. Gesetzt, die Winkel- 
summen in ABC, ACD, CBC^ CC t D betragen 180°-o>, 
180°- w', 180 ü -tt>", ISO"-«?"', so beträgt die Winkel- 
summe in ABCD nicht mehr als 2.180°— w, in ABfiß 
5.180 ,, -2ti?-ir'-fi?"-fi?" f -3.180 M , d.i. nicht mehr als 
2 . 180°— 2m?,, in einem andern Viereck nicht mehr als 
2 .180 ü -3«>, u. s. w. 

Die zuletzt ausgesprochene Hypothese, vermöge deren von dem fol- 
genden Viereck das vorhergehende eingeschlossen wird, liegt dem ahnlichen, 
nur etwas complicirteren Beweis Minarettis zu Grunde, welchen Herr Genocchi 
1849 den Nouv. Ann. de Math. t. 8 p. 312 mitgetheilt hat, sowie dem auf 
denselben Principien ruhenden noch mehr complicirten Beweis Cartons, welchen 
Herr Bertrand neulich in dem Compte rendu vertreten hat. Man hatte nur 
den Fehler begangen, die erforderliche Hypothese stillschweigend zuzulassen. 
Dass keine Aussicht vorhanden ist, die Geometrie ohne eine dem 11. Axiom 
von Euclides äquivalente Hypothese zu begründen, diese von Gauss gehegte 
Ueberzeugung findet ihre Bestätigung durch die Existenz einer widerspruchs- 
freien abstracten Geometrie, welche Gauss, Bolyai, Lobatschewsky unter Zu- 
lassung einer Minderzahl von Hypothesen erbaut haben. 
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Einige Bemerkungen über eine Determinante. 

(Von Herrn Stern in Göttingen.) 



Ist ß eine n te Wurzel der Einheit, und bezeichnet P das Product der 
Factoren, die man erhält, wenn man in dem Ausdrucke Oi+Giß+a^ß 1 -] — +a Ä /?*'" 1 
statt ß die n verschiedenen Werthe der n teD Wurzel der Einheit setzt, so ist 
bekanntlich 



(i.) p = 



a t (h . . . a* 



Im Folgenden sollen einige Eigenschaften dieser Determinante, unter der Vor- 
aussetzung dass n eine Primzahl ist, entwickelt werden. Zunächst will ich 
jedoch bemerken, dass man die vorstehende Gleichung auf einem directeren 
Wege ableiten kann, als es bisher geschehen zu sein scheint*). Setzt man 
nämlich den Werth der Determinante gleich D und 

(2.) D = A i a i +A 2 a 2 +~.+A n a n , 

so dass allgemein A t der Coefficient von a t ist, so hat man die n Gleichungen 

AiOt+Aith-] h A m a n = D, 

A 2 a l +Asa 2 +---+ A t a n = 0, 



A^+Aith + '-'+A^a. = 0, 
welche addirt die Gleichung 

(3.) (a l +a 2 +... + a H )(A l +A 2 +..-+A n ) = D 
geben. Diese Gleichung kann man aber durch die folgende 

(4.) (a l +a 2 ß+..- + a n ß*- l )(A l +A 2 ß*- l +...+A n ß) = D 
ersetzen, indem, wenn man die Multiplication ausführt und nach Potenzen von 
ß ordnet, der Coefficient von ß*~ l offenbar A l a k +A 2 a k+l + -"+A n a k ^^ also 
gleich ist, sobald nicht Ar=l, so dass man wieder auf (2.) zurückkommt. 



*) Man vergl. Baitier Theorie d. Determ. 3. Aufl. S. 98. 
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Aus (4.) folgt, dass D durch jeden der n Factoren von P theilbar ist. Nun 
enthalt der entwickelte Werth der Determinante das Glied aj, also muss 
D =p sein. 

Sondert man aus dem Producte P den Factor a L +02-\ \-a n ab und 

setzt arl-fl^H V (*»=-*> so sei 

(5.) D = sN, 
also nach (3.) 

Da in jeder der n Reihen, aus welchen die Determinante besteht, das Element 
a t vorkommt, so hat man 

1 dD 



A t = 



n dot 



Aus (5.) folgt aber 



mithin 



dD = ?V dN 

da t ~~ da* ' 

dD _ N dN 






Es ist also A i —A u durch s theilbar. Ist *=0, so ist A t =A M , d.h. in diesem 

Falle sind die Coefficienten aller Elemente gleich und mithin A t =—, so dass 

N durch n theilbar ist, sobald die Elemente ganze Zahlen sind. 

Sei nun n eine Primzahl. Bezeichnet ß x eine der n teD Wurzeln der 
Einheit, die Einheit selbst ausgenommen, so sind nun 1, ß n ß\, ... ß\~ v die 
verschiedenen Werthe von ß. Man sondere aus P die zwei Factoren 

öi+«2+' b, +ö» = « ™d öi+fli/^^H l-0»ßi ab. Das Product der übrigen 

n—2 Factoren wird, bei ausgeführter Multiplication die Form 

b l +b 2 ß l +b,ß\+- + b n ßr l 

annehmen. Multiplicirt man diesen Ausdruck mit a i +a 2 ß n ~ lj i ha m ß n so 

erhalt man N. Schreibt man aber f{ß x ) statt iV, so hat man mithin 

(6.) ' J +(*i«i+*ifla4-- + *ifl«)Ä ., . 

« 
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Nun bleibt — unverändert, wenn man statt ß t einen der Werthe ß£, /9J, ... ßl~ l 

s 

setzt. Mithin ist 

(»-1)7- = f(ß>)+f(ßi)+-+nßr t ). 

Auch ist 

b 2 a l +b 3 a 2 -\ \-b k a n 

+ b 3 a L +b^a 2 -\ Vb 2 a n 



+ b m a k + ft^H h b n _ t a n 

= (01+Ö2+ — + <0(M-M- ••• + 6»)- (öifti+öjW h«*A)- 

Setzt man daher für />(&), f(ß[), . . . fl/JT 1 ) ihre Werthe aus (6.) und be- 
rücksichtigt die Gleichung 

ßi+fi+'-'+ßr 1 = -l, 

so ergiebt sich 

(W ~ = »(ai6i+Ö262+---+a>J~(ai+ö 2 +---+a ll )(6 1 +62 + ---+6 l ,). 

Nun ist bi+h+^' + b», d. h. der Werth in welchen b l + b 2 ß i -\ YKßl' 1 

übergeht, wenn man die Einheit statt ß t setzt, nichts Anderes als (^+02+ • • • +a„)*~ 2 . 
Setzt man daher 

0i&i+ö2&2H \-(*nb n = S, 



so hat man 



oder 



ö=m = „s_,-. 



(70 fl= £0 !fe p = , (s+ ^ ? i ) 

and nach (5.) 

(8.) N= At+At+.-.+A - nS -Jl~ l = " <y ,1 < P +<rl - 

Sind a 19 02 u. s. w. ganze Zahlen, so folgt aus (8.) ausser der bekannten von 
Herrn Kummer gefundenen Congruenz (Liotwille Journ. de Math. T. 16 p. 381) 

A L +A 2 +*"+A n = *"~~ l (mod. n) 

auch noch die Congruenz 

S = f 1 (mod. n-1). 

Ferner folgt aus (7.) 

, Q . dD »S-j— * , s dCnS-s*- 1 ) _ it(S-j— Q n$ dS 
V m ' öa,~ *-i + *-i da, ~~" n-i + n-l da,' 
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mithin 



A __ S-g— 1 s dS 
Ai ~~ n-i + n-i dat' 

Man setze — — r -tt- = <p (b t ) , also 

S—s*- 1 

A t = y> _ 1 +*y(*<) 

und 

ili+A+-+4i = 5 ^ET^+t[ V (6 1 )+flp(*0+---+9(ftJ]. 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (8.), so ergiebt sich 

<p(b l ) + (p(b 2 ) + -+<p(b n )=8 n - 2 = b l +b 2 + ..-+b n , 



also 



und 



Man hat demnach 



und 



(p{b t ) = b t 



(10.) A* = ^-^+,6,. 



(11.) A t -A u = *(6<-6„) 



il/ — Au 6/ — b t 



Setzt man 



4* — J? 6 4 — 6/ 



db t . db % , . 56» _ 06 



so folgt aus 



düi { da t ' ' * den öo* ' 

i dS . 

= O19 



n—l da t 

wenn man die Differentiation ausführt, 

und nach (11.) 

Aus den Gleichungen 

a l x l + a 2 x 2 +'" + a H x n = 2? M 
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folgt im Allgemeinen 



x k 



■" D 



Ist nun n eine Primzahl, so setze man r— = h 9 also ist A t = h+$b t und 

ii — l 

_ (B t +B t +-+B n )h , B,6*+g,ftt-»+-+g.ft*+t 

Wenn ür n &,, ür, die Zahlen 1, 2, ... n, jedoch in beliebiger Ord- 
nnng darstellen, so ist 






• • • 



• • • 






*„,*! 



*»A 



0* * 



«1,1 ^1,2 

«2,1 «2,2 



• • • 



«2,. 



a 



W,l 



a, 



•>* 



• • • 



a. 



da man, um aus der ersten Determinante die zweite abzuleiten, die zweiten 
Indices durch dieselbe Vertauschung der verticalen Reihen , wie die ersten 
Indices durch Vertauschung der horizontalen Reihen in die Ordnung 1,2,...» 
zu bringen hat, also im Ganzen eine gerade Anzahl Vertauschungen machen 
muss. Specielle Fälle hiervon sind, wenn man die ersten Indices oder die 
zweiten oder beide als Exponenten betrachtet. Sei das letztere der Fall 
und zugleich k k = 1, so dass ft 2 , ft 3 , ... k n die Zahlen 2, 3, ...» in irgend 
einer Ordnung darstellen, so ist demnach 



a 



a" 



(«*■) 



M*b 



• . • 



... 






(«*•)*• 



... 



(«*»)*■ 



a' 



a" 






... 



(«') 



{fr 



»\2 



(«") 



... 



(«")" 



Sei nun wieder » eine Primzahl, a eine n te Wurzel der Einheit, die Einheit 
selbst ausgenommen, r eine primitive Wurzel von ». Man bilde die Determinante 



A = 



a 
a r 



OL OL 



a 



a' 



... 



a r 
a 



a 



fM—2 



a 



a' 



. . 



a' 



.»-3 



a 



a' 



a 



... 



a r (a r ) r (a r ) . . . (a r ) 



a 

.r\r»- 2 



a r *~ 2 (a'"~ 2 )' 



r»- 2 M*-2 



(a-~) 



so ist mithin, da die Zahlen r> r 2 , ... r"~ 2 den Zahlen 2, 3, 
irgend einer Ordnung nach dem Modul n congruent sind, auch 



* — 1 in 
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A = 



a 



a* 



a 

.2\2 



• • • 



a 



»— i 



(«*)* . . . («>)- 



cT l («- 1 ) 1 . . . (et- 1 ) 



1\»-1 



1 
1 



a 



a 



a 



«—2 



(«') 



2 \»— 2 



1 « 



»-1 



»— 1\»— 2 



. . .. («-) 



also 



•— I.»— 2 



A = (-1) 



'ft 



wenn Q das Product 



(a 2 -ce 3 )...(a 2 -a— ■) 



( a -'_ a -i) 


bezeichnet. 


Man hat aber auch 




a a . . . er 


»—2.»— 3 

A = (-1) * 


ol et . . . a 




a r a rl . . . a 



und diese letztere Determinante hat die Form der Determinante (1.). Be- 
zeichnet mithin ß eine Wurzel der Gleichung x*~ l = 1 und P das Product 

der Factoren, die man erhält, wenn man in a+ ßa r + ß 1 a r% +*»+ ß*~ 2 a r *~ 2 
statt ß die n— 1 verschiedenen Werthe der (»— l) len Wurzel der Einheit setzt, 
so ist demnach 



also 



A = (-1) 



» —?.«— 3 
2 



^ 



Q = -P. 

Lfisst man den in P enthaltenen Factor a+a r +---+a r "~ 2 = — 1 weg und nennt 
das Product der übrigen Factoren F> so ist daher 

Q = F. 

Setzt man a+/9« r +.-+/3— 2 a r "~ 2 = F(/9), so ist (Bd. 30 p. 166 dieses 
Journals), sobald nicht ß = 1, 

F(ß)F{ß- 2 ) = //*".* 
Nimmt man für ß eine primitive Wurzel der Gleichung x H ~ l = 1, also 



»— i 



/9 2 =— 1, so folgen hieraus die 



n-3 



Gleichungen : 
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F{ß)F{(?-*) = -«, 



F(ß?)FUr) = -n. 

«-1 2kni 

.r— * 



Ferner ist F(ft 2 )=a-a r +a r * « r "~, also wenn man a = e " setzt (Bd.2l 

p. 1 39 dieses Journals) , 

und 

F = F{ß) F{(?) . . . Fiß- 1 ) = (-ljT-fA)/^ n V 

Dies ist also auch der Wert h des Productes Q, mithin je nachdem n = 4m+l 
oder = 4m+3, # = — (— )» 2 oder =(— )s\fi' 2 ; daher ist im ersten Falle 

der Werth der Determinante A=—(—)n 2 , im zweiten — ( — ji.n 2 . 
Göttingen, Mai 1871. 



• / 



Wo*-- 

/&7, 



/ 



- 1 ORAGE 



/ 



\> 




\ ' \ \ \ » \ 
\'\ \*' r - - 

^ v-v w ^ 


/ 

( 


7 
• 


! fr 


AT \ , \ y \ 


1 


'$ 




^MflVflH kBi V^i ||rl.V pV4B 




\ : 


ß> i 


■■\ V 


«KM 




% 




• . s ;. 


■1 


| 


V*^«'!> i 


:8H^i Sfi 


s* : " 






v?: J^Va 






* 





